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Über eine Aufgabe der Mechanik. 

Von J. Weingarten in Berlin.*) 

Die Fn^e nach denjenigen Kurven^ welche die Eigenschaft haben^ 
f&r die Bewegung eines materiellen Punktes^ der auf ihnen zu bleiben 
gezwungen ist, nnd durch den Einfluß gegebener Kräfte bewegt wird, 
tantochron zu sein, hat ehemals das Interesse der Mathematiker auf sich 
gezogen, und eine Menge spezieller Aufgaben dieser Art haben daher 
ihre Erledigung gefunden. Mit einer solchen beschäftigt sich Abel im 
1. Bde. des Crelleschen Journals (Lösung einer mechanischen Aufgabe), 
indem er die Gleichung der Kurve, welche die Zeit der Bewegung 
eines Punktes, der von einem beliebigen Punkt derselben bis zum 
tiefsten durch eine konstante Schwerkraft getrieben wird, zu einer ge- 
gebenen Funktion der durchfallenen Höhe macht, auf eine höchst ele- 
gante Weise bestimmt. Im 48. Bande jenes Journals wird dieselbe 
Fra^e Yon Meißel unter Voraussetzung des Newtonschen Attraktions- 
gesetzee auf eine Ton der Ab eischen yoUkommen verschiedene Weise 
behandelt, wobei jedoch das Endresultat eine wenig elegante Form 
annimmt. 

Eine allgemeine Lösung jenes Problems für ein beliebiges Attrak- 
tionsgesetz läßt sich nach dem Vorgänge Abels mit Hilfe eines be- 
stimmten Integrals leicht geben, um im folgenden nicht aufgehalten 
za weorden, will ich zuvörderst die Formel, aus welcher jene Lösung 
sofort abzulesen ist, entwickeln. Zu dem Ende mache ich Gebrauch von 
folgender, leicht geometrisch zu verifizierenden Gleichung: 

X a XX 

i da I <p(a^r)dr =^ j dr 1 q)(a, r)da. 



1) Die Arbeit stammt aus dem Jahre 1859 und ist ans äußeren Gründen 
unveröffentlicht geblieben. Sie dürfte auch jetzt noch durch die Eigenart der 
Metliode das Interesse der Mathematiker erregen, obwohl inzwischen andere 
Arbeiten über Probleme des Tautochronismus veröffentlicht sind und insbesondere 
Sonoff 1869 in seiner „Note sur la Solution donn^e par Abel d'un probl^me de 
mSetaaqae"^ (Bull. Acad. P^tersb. 18, 469) für eine Kraft, die ein Potential hat, 
die Lösiing ebenfalls mit Hilfe von DoppeKntegralen entwickelt hat. Red. 

AreliiT der M»tbeiii»tik and Physik, m. Belhe. V. 1 



2 J- Wkihoabten: 

Substituiert man in dieselbe ftir die willkürliche Funktion q> (a^ r) die 
folgende: 

<p(a, r) : 



80 erhält man ■ folgende Gleichlieit zwischen zwei Doppelintegralen: 



a 

ds 



I ^'(a)da I dr^^ 

k h 

st X 

/da , /• ^'(a)da 



Bemerkt man aber, daß das Integral: 



/[ tp'{a)da 



durch die Substitution 

in folgendes übergeht: 

1 

JV- 1 (1 - my-'^dm « (1 — n, w), 



und daß: 

(i-«,«) = r(«)r(i-n) = 5^, 

SO folgt, wenn maa noch voraussetzt, daS .die Funktion s von r für 
r =« Ä; verschwindet: 

X a 

/ilf'iä)d(a) I dr'^^ ^ «__ 

k k 

eine Formel, welche mannigfache Dienste leisten kann, und in der A; 
ganz willkürlich ist. 

Für Ä = und ^(a) = a geht sie in die von Abel 

f ^\ , f-^ - r(«) r(i - «)« 



über. 



Ober eine Aufgabe der Mechanik. 
Setzt man in der allgemeiiien Formel \- für n, so folgt: 



1^ 



/^' ja) ' da I dr^^ ^ 



Es sei nnnmehr eine ebene Kurve betrachtet, auf welcher ein 
materieller Punkt beweglich ist. Derselbe werde von einem in der 
Ebene der Kurve liegenden anziehenden Zen- 
trum G angezogen, mit einer nur von der Ent- 
fernung r von C wirkenden Kraft von der 
Oroße ^'(0 P^^ Masseneinheit. Die Kurve 
selbst sei überall konvex gegen C 

Bezeichnet 'k die Entfernung des dem 
Punkte C zunächst gelegenen Punktes J5 der 
Kurre, a die Entfemang desjenigen Punk- 
tes A derselben Kurve, in welchem die Be- 
wegung des materiellen Punktes ohne 
Geschwindigkeit beginnt, femer r seine Ent- 
fernung von einem beliebigen Punkte, und 

schließlich s die von 3 anfangende nach A positiv gewählte Bogen- 
länge JBP, so wird die Differentialgleichung der Bewegung 




d*« -// \dr 



und 



di 



Hieraus ergibt 
Punkte B zu: 



\ V^(a) - ^(r). 



sich die Zeit der Bewegung von A bis zu dem 






dr 



dr 



y^(a)--^(r) 



Es wird verlangt, den Bogen s so als Funktion von r anzugeben, 
daß t eine gegebene Funktion fp(a) der anfänglichen Entfernung a werde. 
Za dem Ende muß die Gleichung: 



ip(a) = / 



identisch erfüllt werden. Multipliziert man auf beiden Seiten mit 

1* 



Wilhelm Sghsll: 



^ l<»; g __ ^^jj integriert zwischen den Grenzen k und a:, so folgt 
mit Rücksicht auf die oben abgeleitete Formel 



X 

/i 



=»S 



«; 



indem s ^ x ^h verschwindet. Man hat daher für s durch r aus- 
gedrückt: 

r 

*'^'(o) 9(a) da 



-U 



wodurch die Aufgabe gelöst ist. 

Für die Tautochrone wird 9>(a) == a = const., woher für ihre 
Gleichung: 

Aus dieser Gleichung ermittelt sich leicht die Polargleichung der 
Tautochrone flr den Punkt C als Pol. 

Berlin, 1859. 



Synthetische Behandlung einiger Probleme über Kurven 

doppelter Krttmmnng. 

Von Wilhelm Schell in Karlsruhe. 

1. Die Kurven konstanten Abstandes der Schmiegungsebenen von 
einem Punkte, — Es sei eine Kurve, als kontinuierliche Punktfolge 
MM' M"M''' . . . gedacht, durch die Bediogung bestimmt, daS ihre 
Schmiegungsebene von einem Punkte P den konstanten Abstand a 
habe. Durch P ziehen wir nach den Kurvenpunkten M die Strahlen PM\ 
sie bilden eine Kegelfläche mit dem Mittelpunkte P. Die Schmiegungs- 
ebene des Punktes M der Kurve geht durch M und die beiden fol- 
genden Punkte M\ M" derselben, die Schmiegungsebene des folgenden 
Punktes Jf' durch M\ Jf ", M"\ Beide Schmiegungsebenen schneiden sich 
in der Tangente des Punktes M'y welche die Richtung des Bogen- 
dementes M'M" hat. Fallen wir von P auf die beiden Schmiegungs- 
ebenen MM'M'' und M'M"M'" die Perpendikel PQ und P^', so 
steht deren Ebene PQQ' auf beiden und mithin auf ihrer Durch- 
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sdmittBlmie, der Tangente des Punktes M\ senkrecht. Lassen wir M' 
mit M zusammenfallen y so fiJlen beide Schmiegungsebenen in der 
Schmiegungsebene von M und beide Perpendikel in dem von P auf die 
Tangente von M geföllten Perpendikel PQ zusammen. Dies Perpen- 
dikel liegt in der Tangentenebene der Eegelfläche^ welche diese längs 
PJf berührt. Daher steht die Schmiegungsebene der zu bestimmenden 
Kurve auf der Tangentenebene der Eegelfläche in M senkrecht und 
geht durch die Normale dieser Flache in M. Die Tangentenebene der Eegel- 
fläche ist daher die rektifizierende Ebene der Eurre und die Eegel- 
fliehe ihre rektifizierende 'FlachC; durch deren Abwickelung sie in eine 
Gerade übergeht Diese Betrachtung liefert daher den Satz: 

Die Kurven Jconstanten Äbstandes ihrer Schmiegungsebenen von einem 
Funkte P sind die kürzesten (geodätischen) Linien der Kegdflädien, weiche 
den Punkt P zum Mittelpunkt haben. 

Zwei aufeinanderfolgende rektifizierende Ebenen einer Eurve 
schneiden sich in der rektifizierenden Geraden derselben^ und diese Gerade 
bildet mit der Tangente der Eurve einen Winkel H, für welchen 
igH'^riQ ist, wenn q imd r den Erümmungs- und Torsionjsradius 
der Eurve bedeuten.^) Beim Übergang eines Eurvenpunktes in den 
nächstfolgenden ändert sich der Winkel H um den unendlich kleinen 
Winkel der beiden aufeinanderfolgenden rektifizierenden Geraden. Für 
die geodätische Linie einer Eegelfläche ist die Erzeugungslinie dieser 
Fläche die rektifizierende Gerade, und man sieht leicht, daß H fort- 
während wächst, während der beschreibende Punkt die Eurve durch- 
läuft. In einem gewissen Punkte M^ wird H^ \x und in ihm, dem 
Scheitel, steht die Tangente auf dem Strahle PMq in M^ senkrecht 
und wird daselbst PM^ » a, gleich dem konstanten Abstand der 
Schmiegungsebenen. Wickelt man nun die Eegelfläche ab, so erhält 
man das ebene Dreieck MqMP, in welchem die Seite M^M den vom 
Scheitel an gerechneten Eurvenbogen s darstellt, während an M der 

Winkel H liegt Daher wird tgif=- und folglich mit Hilfe von 

igH^riQ auch Q\r^8\a\ welche Gleichung die charakteristische 
Eigenschaft der geodätischen Linie der Eegelflächen ausspricht, nämlich: 

yyFür die geodäMsche Linie der Kegeiflächen ist das Verhältnis des 
Krümnuungsradius q zum Schmiegungsradius r dem Bogen s proportional, 
icenn derselbe vom Scheitel der Kurve an gerechnet wird}) 



1) Vgl. meine allgemeine Theorie der Kurven doppelter Krümmung in rein 
geometrischer Donitellung. 2. Anfl., Leipzig 1898. Kap. VI, § 6. 

2) Ebendas. Kap. IV, § 13, Satz XI, a. E. 
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2. Die Kurven konstanten Äbstandes der rektifizierenden Ebene von 
einem Punkte P. — Die rektifizierende Ebene einer Kurve ist die 
Schmiegongsebene ihrer rektifizierenden Gbatlinie, d. h. der GratUnie der 
abwickelbaren Flache^ durch deren Abwickelung die Kurve in eine Ge- 
rade übei^eht. Daher ist nach § 1 die Kurve eine Kurve konstanten 
Äbstandes der rektifizierenden Ebene von einem Punkte P, wenn diese 
Gratlinie eine geodätische Linie einer Kegelfläche mit dem Mittel- 
punkte P ist. Diese Gratlinie ist aber gemeinschaftliche rektifizierende 
Gratlinie für alle geodätischen Linien ihrer Tangentenfiäche, weil 
diese durch die Abwickelung ihrer Fläche in gerade Lioien übei^hen. 
Daher der Satz: 

Die Kurven konstanten Äbstandes ihrer rektifizierenden Ebenen von 
einem Punkte P sind die geodätischen Linien der abwickelbaren Flächey 
deren Graäinien geodätische Linien auf Kegelflächen sind, deren Mittel- 
punkt P ist Die geodätischen Linien dieser Kegdfläche selbst sind ins- 
besondere Kurven konstanten Äbstandes ihrer rektifizierenden Ebene vom 
Abstände NuU von P. 

3. Die Kurven konstanten Äbstandes der Normalebene von einem 
Punkte P. — Die Normalebene einer Kurve ist die Schmiegungsebene 
der Grathnie der Fläche der Krümmungsachsen, welche Fläche von ihr 
in allen Lagen berührt wird. Diese Fläche ist gemeinschaftliche Fläche 
der Krümmungsachsen für alle Planevolventen der Normalebene.^) Sie ist 
deren Evolutenfläche und ihre Evoluten sind ihre geodätischen Linien. 
Hieraus ergibt sich der Satz: 

Die Planevolventen der Graüinien äUer abwickelbaren Flächen sind 
die Kurven konstanten Äbstandes der Nortnalebene in einem Punkte P, 
wenn die Graüinien geodätische Linien von Kegdflächen mit dem Miäel- 
punkte P sind. 

Die Planevolventen der Normalebene sind zugleich Scharevolventen 
der geodätischen Linien der Fläche der Krümmungsachsen, daher kann 
der Satz auch in der Form ausgesprochen werden: 

Die Evolventen der geodätischen Linien der abwickelbaren Flächen, 
deren Oraüinien geodätische Linien von Kegdflächen mit dem Punkt P 
als Mittelpunkt sind, sind die Kurven konstanten Äbstands der Normal- 
d>ene vom Punkt P.^ 



1) a. a. 0. S. 46. 

2) Eine analytische Behandlung der drei Probleme in Nr. 1, 2, 3 von 
Pirondini findet sich in Battaglinis Giomale di matematiche Jahrg. 26. (1888) 
in dessen Abhandlung: Sülle linee a doppia curratura. 
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4, Zwr Theorie der Kurven konstanter Tarsion. — Das Problem der 
Emren konstanter Torsion ist allgemein noch nicht gelost. Es sind bis 
jetzt nnr einzelne Arten nnd Gattungen dieser EmrenfamiUe bekannt^ 
wie die Kurven konstanten KrttmmnngshalbmeBaers, die Verbiegungs- 
kurven eines Kreises, die Loxodromen des Kreiscylinders nnd ein spezieller 
kubischer Kegelschitt. Die Lösung hangt e^ mit den Umklnngs- 
Problemen der Ejümmnngshalbmesser und Haaptnormalen zusammen; 
es BoU hier gezeigt werden, wie man aus einer gegebenen Kurve kon- 
stanter Torsion mrt Hilfe dieser Umkehrungen ganL Scharen von Kurven 
dieser Familie ableiten kann. Durch jede solche Kurve lassen sich näm- 
Uch nnendUch viele windschiefe Flachen legen, auf deren jeder noch 
eine zweite Kurve derselben Art gefunden werden kann. 

Es sei Mf M\ M"j ... die kontinuierliche Punktfolge einer Kurve 
(If) und C, 0\ C'\ ... die der Kurve (C) ihrer Krümmungsmittel- 
punkte. Durch die Tangenten t, t', t", . . . von (C) legen wir nach 
ii^nd einem Gesetz eine kontinuierliche Folge von Ebenen s, e\ b'\ . . .; 
dieselben berühren eiue abwickelbare Flache F und schneiden sich paar- 
weise aufeinanderfolgend in der Folge von Geraden x, y,\ %'\ . . ., den 
Eraeugungslinien dieser Fläche, welche ihrerseits durch ihre successiven 
Durchschnitte K^ K\ K" ^ ... die Kurve {K) liefern, nämlich die 
GraÜinie der Fläche F^ deren Schmiegungsebenen die Ebenen b sind. 
Ziehen wir in den Ebenen b durch die Punkte G zu den durch sie 
hindurchgehenden Geraden x die Normalen n und legen durch die 
Punkte C, C, K Kreise, so werden diese die Kurve (C) in den Punkten 
C berühren und die Normalen n außer in C noch in Punkten M schneiden. 
Die Folge der Punkte M bildet eine Kurve (Jf), deren Krümmungs- 
mittelpunkte die Punkte (7, deren Normalebenen die Ebenen f, deren 
Hauptnormalen die Geraden n, deren Krümmungsachsen die Geraden % 
und deren Schmiegungskugelmittelpunkte die Punkte K sind. 

Man erkennt dies, indem man die Ebene b über die Fläche F be- 
rührend hingleiten läßt, wobei diese sich auf b abwickelt und abbildet. 
Bei dieser Abwickelung rotiert die Ebene b successive um die Ge- 
raden X und beschreibt der Punkt M senkrecht zu ihr das Bogenelement 
MM' der Kurve (.M), deren Normalebenen die verschiedenen Lagen 
Ton B werden. Die Kurve (C) geht in eine ebene Kurve (y), die 
Kurve {K) in eine ebene Kurve (x) über. Die Normalen n werden 
zu Strahlen v eines Punktes /t, welcher die Abbildung aller Punkte M 
der Kurve {M) ist; die Geraden x bilden sich ab als die Tangenten x 
der Kurve (x) und stehen senkrecht auf den Geraden v. Der Punkt fi 
wird der Pol, in Bezug auf welchen die Kurve (y) die Fußpunktkurve 
von {y) ist Während die Ebene b durch Rotation um die Geraden x 
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und % in die Lagen b und b" gelangt^ beschreibt der Punkt \i die 
beiden Bogenelemente MM' und M'M"y deren Ebene senkrecht auf c 
und h'' und mithin auch auf deren Durchschnittslinie % senkrecht steht; 
daher werden die Geraden » die Hauptnormalen und die Punkte C 
Erümmungsmittelpxuikte^ die Geraden % Erümmungsaxen und der 
Punkt (JE), Schmiegungskugelmittelpunkt von (Jf). 

Durch die angegebene Konstruktion ist eine Kurve {M) gefunden, 
f&r welche die Flache der Geraden n F^che der Hauptnormalen ist. 
Nach dem Bertrandschen Satze über die Kurven gemeinsamer Haupt- 
normalen gibt es auf derselben FUtche noch eine zweite Kurve {M\ 
fUr welche sie zugleich Fläche der Hauptnormalen ist, wenn zwischen 

ihrer Krümmung und Torsion — eine lineare Relation — | — =1 

besteht. Ist eine Kurve (C) gegeben, so kann daher mit Hilfe jeder 
durch sie hindurchzulegenden abwickelbaren Fläche F eine windschiefe 
Fläche gefunden werden, deren Erzeugungslinien die gemeinschaftliche 
Fläche der Hauptnormalen zweier Kurven bilden. Bloß in dem Falle, 
daß diese Fläche ein windschiefes Helikoid ist, gibt es nicht zwei, 
sondern unendlich viele Kurven, welche sie zur gemeinsamen Fläche der 
Hauptnormalen haben, und sind diese Kurven Schraubenlinien eines 
Kreiszylinders. 

Zwei Kurven {M) und {N) von gemeinschaftlicher Fläche der 
Hauptnormalen besitzen folgende hier in Betracht kommenden Eigen- 
schaften^): 

Es Jcreujsen sich die Tangenten in den Punkten M und N, in 
welchen sie dieselbe Hauptnormale treffen, unter konstantem Winkel a. 

Beide Kurven haben konstanten Abstand a der Punkte von einander j 
welche auf derselben Ha/uptnormalen liegen. 

Das Produkt der Torsionshdibmesser r, r beider Kurven in deti 

Punkten derselben Hauptnormalen ist konstant^ nämlich rr' « (~^~) • 

Für die Kurven konstanter Torsion ergibt sich hieraus, daß zu jeder 
solchen Kurve auf der Fläche Hirer Hauptnormalen eine zweite Kurve 
gleichfalls von konstanter Torsion gefunden werden kann in konstantetn 
Ahsta'nde a von der ersteren und von konstantem Kreuzungswihkd a ihrer 
Tangenten in entsprechenden Punkten. 

Die Lage der beiden Kurven (M) und {N) konstanter Torsion auf 
der gemeinsamen Fläche ihrer Hauptnormalen ist unmittelbar ersichtlich. 
Ihre Schnittpunkte M und N mit der Erzeugungslinie g der Fläche 
liegen zu beiden Seiten des Zentralpunktes Cq von g im gleichen Ab- 

1) a. a. 0. Vm. Kap. § 7. 8. 9. 10. 
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stände ja you diesen; es sind die Tangenten Ton (M) und (JV) in 
diesen Punkten senkrecht zu g und bilden die Schmiegungsebenen da- 
selbst mit der Zentralebene gleiche Winkel, so daß die Torsionswinkel 
ebenfalls gleich sind; außerdem sind auch die Bogenelemente gleich. 
Daher besitzen die Kurven (j9f) und (N) gleiche Torsion in M und JV. 
Da die Folge der Ebenen £ willkürlich ist, so gibt es durch jede Kurve 
(C) unendlich viele windschiefe Flächen, deren jede gemeinsame Flache 
der Hauptnormalen für zwei Kurven ist. Ist die eine konstanter Torsion, 
so ist es auch die andere. Zu jeder Kurve konstanter Torsion kann 
also eine unendliche Mannigfaltigkeit von Kurven von gleichfalls konstanter 
Tarsion gefuftden werden, 

Karlsruhe, den 23. Dezember 1902. 



über einen yermeintlicli richtigen Satz von Gergonne. 

Von B. Stürm in Breslau. 

Einer Abhandlung, welche Steiner in Gergonnes Annales de 
Mathematiques Bd. 19 S. 1 veröffentlicht hat und an deren Schlüsse er 
zn dem Satze gelangt: Wenn zwei Flächen 2. Grades die Kanten eines 
Tetraeders berühren, so liegen die 12 Berührungspunkte auf einer 
Fläche 2. Grades, hat der Herausgeber Ger gönne einen analogen Satz 
hinzugefügt, dessen Richtigkeit er für wahrscheinlich hielt: 

Die 12 Berührungspunkte von drei Flächen 2. Grades^ welche dem- 
selben Tetraeder eingeschrieben sind, liegen auf einer Fläche 2. Grades.^) 

Es soll im folgenden gezeigt werden, daß dieser Satz nicht richtig ist. 

Wenn AjB,C drei Punkte auf einer Flache 2. Grades und a, ß, y 
ihre Berührungsebenen sind, so besteht zwischen ihnen eine Beziehung: 
Das Dreieck ABC und das von seiner Ebene aus dem Dreiflache aßy 
ausgeschnittene^ ihm umgeschriebene Dreiseit sind perspektiv, und das- 
selbe gilt für das Dreiflach aßy und den Dreikant aus seinem Scheitel 
nach Ä, By G. 

Sind daher Ä^ B, C, a, ß gegeben, so ist die Spur von y in der 
Ebene ABC eindeutig bestimmt. Man hat die Verbindungslinie von 
(BC, flf) und (CAy ß) mit AB zu schneiden; die Gerade von diesem 
Schnitte nach C ist die gesuchte Gerade q, die wir auch als Tangente, 
in C, des Kegelschnitts bezeichnen können, der durch A, B, C geht 

1) Steiners Gesammelte Werke Bd. 1 S. 188, wo der Gergonnesche Satz 
aach mitgeteilt wird. 
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und in A, B die Ebenen a, ß berührt. Durch diese Gerade q muB y 
gehen; aber auch jede beliebige (von ABC yerschiedene) Ebene durch 
c^ genügt der Beziehung. 

Sind hingegen ccy ßy y, Ay B gegeben^ so ist der Ort von G in y 
eine bestimmte^ durch aßy gehende Gerade c. Man schneide die Ebenen 
(A, ßy)y (By ya) und dann y mit der Ebene aus aß nach ihrer Schnitt- 
linie in c; diese Gerade c ist Berührungskante^ mit yy des Kegels 
2. Grades^ welcher Uy ß, y berührt und zwar Uy ß längs der durch A, B 
gehenden Kanten aus aßy, 

Haben die drei Punkte Ay By C und die drei Ebenen ay ßy y die 
vorgeschriebene Lage^ so existiert ein Kegelschnitt^ welcher ay ßy y m 
Ay By C berührt und^ perspektiy zu ihm^ ein Kegel 2. Grrades aus aßy. 
Alle Flachen 2. Grades^ welche diesem Kegel längs jenes Kegel- 
schnittes eingeschrieben sind^ und bekanntlich sowohl einen Büschel 
als eine Schar bilden, berühren Uy ßy y in Ay By C. 

Nunmehr seien 7 beliebige Punkte Ay B, Cy A'y B'y A'\ B" ge- 
geben*); durch Ay A'y A" sei die Ebene «, durch By B\ B" die 
Ebene ß gelegt. Zu Ay By C, ay ß bestimmen wir die oben beschriebene 
Gerade c^y und y sei eine beliebig durch sie gelegte Ebene (die nicht 
durch den achten assoziierten Punkt jener 7 Punkte geht). Sodann 
werde zu a, ßyyyA\ B' der Ort c' der Punkte C konstruiert und auf 
ihm ein beliebiger Punkt C gewählt, und ebenso zu a, ßy yy A"y B" 
der Ort c" der Punkte C" konstruiert und auf ihm ein beliebiger 
Punkt C" gewählt. Der Punkt C ist nicht der achte associierte zu 
Ay By Cy A'y B' y A"y B" \ also gcht durch diese 8 Punkte nur eine 
Raumkurve 4. Ordnung 1, Art. Sie hat mit y vier Punkte gemein, 
darunter C, C\ Der beliebig auf c" gewählte Punkt C" ist von 
J diesen Punkten verschieden, bestimmt daher in dem Büschel durch die 

1 Kurve eine einzige Fläche 2. Ghttdes. Folglich liegen die 9 Punkte 

Ay By Cy A'y B'y Cy A"y B"y C ixoS. ^mssT cinzigcu Fläche 2. Grades. 
j Ist weiter D ein dieser Fläche nicht angehöriger Punkt, so sei i die 

i Berührungsebene der durch ihn gehenden Fläche der Büschel-Schar, die 

! zu a, /?, y; Ay By C gehört, und D', B" seien ihre Berührungspunkte 

mit den sie berührenden Flächen aus den zu a, ^y y; A'y B'y C und 
j ^^ß^y't ^'y -S"? C" gehörigen Büschel-Scharen. Von diesen 12 Berührungs- 

punkten befinden sich schon die 10 Punkte Ay By Cy A'y B'y C, 
A"y B"y C"y D nicht auf derselben Fläche 2. Grades. 

Breslau, Januar 1903. 

1) Diese VervoUkonmmnng des Beweises, daß von 7 beliebigen Punkten ans- 
gegangen wird, verdanke ich Teilnehmern an meinen Seminarübungen. 
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Über Umformungen von Maximal- nnd Minimalfiguren. 

Von Rudolf Sturm in Breslau. 

Bei Gelegenheit einer früheren Beschäftigung mit den Steiner sehen 
Anfisatzen über Maxima und Minima^ welche zu meinen Abhandlungen 
im Journal für Mathematik Bd. 96 und 97 geführt hat, stieß ich auf 
eine, wie es schien^ noch wenig beachtete Umformung von Maximal- 
imd Minimalfiguren; ich lenkte Bd. 97 S. 58 die Aufmerksamkeit auf 
dieselbe und habe sie selbst nicht aus dem Auge gelassen. Dem damals 
ausgesprochenen Wunsch^ daß man mehr solche Umformungen sammele^ 
will ich im folgenden selbst entsprechen^ indem ich aus meiner 
Sammlung einige Beispiele mitteile^ wobei ich die a. a. 0. gefundenen 
der Vollständigkeit halber mit aufnehme. 

1. Ich beginne mit einem schon dem Altertum angehörenden 
Problem^ das ich in Lorias Monographie^): Le scienze esatte nell' an- 
tica Grecia^ IV^ Nr. 38^ kennen gelernt habe. Serenus von Antissa 
behandelt in seiner Schrift über den Schnitt des Kegels *) die drei- 
eckigen Schnitte eines Rotationskegels mit Ebenen^ welche durch die 
Spitze gehen. Es sei r der Radius des Ghrundkreises^ h die Hohe und 
2c die aus dem Gmndkreise geschnittene Sehne. Dann ist, voraus- 
gesetzt, daß h <Cr ist, der Inhalt des ausgeschnittenen Dreiecks am 
größten, wenn 2c* =* r* -f ä*; wenn Ä = r ist, wird dies maximale 
Dreieck der Achsenschnitt, und es bleibt der Achsenschnitt, wenn 
Ä > r ist. 

2. Die St einer sehe Betrachtung über zwei rechtwinklige Dreiecke 
(Ges. Werke, Bd. 11, S. 280, Nr. 42) hat mich zu folgenden Sätzen 
geführt: 

In dem einen von zwei rechtwinkligen Dreiecken seien o^, &^ die 
Katheten, c^ die Hypotenuse, im andern o^, h^] Cg. 

Es seien erstens a^, o, einzeln gegeben: a^ ^ o^, und die Differenz 
der Hypotenusen gleich y. Dann ergibt sich das Minimum der Differenz 
der Katheten tj, &,, wenn die Dreiecke ähnlich sind, so lange y^öj — Oj. 
Ist y = Ol — Oj, so schrumpfen die Dreiecke beim Minimum in gerade 
Linien zusammen: Cj = ötj, c^ = a^, &i = &, = 0. Das Gleichsein von 
\ und &2 bleibt nun Kennzeichen des Minimums, wenn y < g^ — a^ 

1) Memoria della Regia Accademia di Scienze, Lettere et Arti di Modena. 
Seaone di Scienze Ser. n Vol. X, XI, Xu (1893, 1895, 1900, 1902). 

2) Dentflch von Nizze, Stralsimd 1861. 
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ist. Oder: c^, c^ seien einzeln gegeben: c^^c^, und die Differenz der 
Katheten a^, a^ gleich a; die Differenz von \y &, ist dann am kleinsten, 
wenn die Dreiecke ähnlich sind, so lange « ^ ^i — c^. Die Gleichheit 
von &!, &2, im Grenzfalle a = q — e^ in der Form 6^ = 6, = er- 
halten, bleibt Kennzeichen des Minimums, wenn a> <\ — c^ geworden ist. 

3. Es seien 8^, s^ die kleinsten Halbsehnen, die, wenn zwei Kreise 
K^y K^ gegeben sind, von denen K^^K^ ist, zu einem gemeinsamen 
inneren Punkte gehören, wofern ein solcher vorhanden ist, t^, t^ die 
Tangenten von einem gemeinsamen äußeren Punkt; femer seien 2>^, 
J?i; D^, E^ die Durchmesser -Endpunkte auf der Zentrale und zwar 
J?i, E^ die je dem Mittelpunkte des anderen Kreises näheren End- 
punkte, endlich A der äußere, J der innere Ahnlichkeitspunkt. 

Wenn K^ von K^ umschlossen wird, so ist A Minimumspunkt 
für den absoluten Wert | «j — Sj | der Differenz. Berührt K^ den K^ 
von innen, so wird dieser Minimumspunkt der Berührungspunkt und 
als solcher Fußpunkt der Potenzlinie. Schneiden sich K^ und K^j so 
breitet sich der Minimumspunkt über den ganzen inneren Teil der 
Potenzlinie aus. Er reduziert sich wiederum auf den Fußpunkt oder 
Berührungspunkt und Ahnlichkeitspunkt J, wenn Berührung von außen 
statthat. Das Maximum von |^i—^sl ^i'gil't sich in E^^ so lange 
es noch gemeinsame innere Punkte gibt. 

Für Si + s^ ist J Maximumspunkt in allen Fällen, in denen es 
gemeinsame innere Punkte gibt; Minimumspunkt für s^ + s^ ist im 
Falle, wo K^ von K^ umschlossen wird, der Punkt 2),, der sich, wenn 
K^ den K^ von innen berührt, mit E^ vereinigt. Nun bleibt E^ 
Minimumspunkt. 

Bei zwei aus einander liegenden Kreisen befindet sich der Minimums- 
punkt für ^1 + ^ in jE?2 ^^^ kommt bei der äußeren Berührung in den 
gemeinsamen Punkt. Während die Kreise sich schneiden, repräsentiert 
jeder der beiden Schnitte den Minimumspunkt; tritt die Berührung 
von innen ein, so fallen sie wieder in den Berührungspunkt, und E^y 
der in demselben liegt, bleibt Minimumspunkt, wenn K^ den K^ 
umschließt. 

Maximumspunkt für | ^ — ^ | ist D^ in allen Fällen, 

Der Maximalwert von ^i + ^ wird ersichtlich im Unendlichen er- 
reicht, der Minimalwert von | <i — ^ | auf der Potenzlinie, so weit sie 
außerhalb liegt. 

4. Wir betrachten den absoluten Wert des Produkts der Abschnitte 
auf den Strahlen eines Büschels vom Scheitel bis zu den Schnitten 
mit einer Kurve (Steiner, Q«s. Werke, Bd. 11 S. 663). Liegt z. B. 
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eine Ellipse vor, so liefert die Parallele zur großen Achse das Maximum, 
die zur kleinen Achse das Minimum. Wird die Kurve eine Parabel, 
so wild das Maximum, auf der Parallelen zur Achse, unendlich groß, 
das Minimnin liegt auf der Senkrechten zur Achse. Jenes liegt also 
auf der Geraden nach dem unendlich fernen Punkte der Parabel Geht 
man nun zur Hyperbel über, so bleibt das Maximum so, wie es sich 
im Ubergangsfalle herausgestellt hat, aber es kommt auf zwei Geraden 
zu stände, den Parallelen zu den Asymptoten; zu dem bisherigen Minimum 
ist noch ein zweites gekommen: die Produkte auf den Parallelen zu 
beiden Achsen sind Minima. 

6« Von allen einem spitzwinkligen Dreiecke eingeschriebenen 
Dreiecken hat dasjenige den kleinsten Umfang, dessen Ecken in den 
Fußpunkten der Höhen liegen. 

Wird das gegebene Dreieck rechtwinklig, so geht dies Dreieck 
über in die doppelte Höhe auf die Hypotenuse. Und wenn das Dreieck 
stumpfwiDklig wird, so bleibt die Minimumsfigur so, wie sie sich im 
Übergangsfalle gestaltet hat: sie ist die doppelte Höhe auf der größten 
Seite. 

Wenn ein Kreisriereck ABCD gegeben ist, so erhält man das 
Minimum des Umfangs eingeschriebener Vierecke folgendermaßen. 
Schließt das Viereck den Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises 
ein, so seien aus dem Schnitte der Dii^onalen die Lote auf die Seiten 
gefallt. Das Viereck der Fußpunkte, welche sämtlich auf den Seiten 
zwischen den Ecken liegen, hat den kleinsten Umfang. Aber es sind 
unendlich viele Parallelvierecke zu diesem Vierecke möglich, innerhalb 
des gegebenen Vierecks gelegen; sie haben alle denselben Umfang, wie 
dies Viereck der Fußpunkte. 

Ist eine Seite des gegebenen Vierecks, etwa (72), Durchmesser des 
Kreises geworden, so ist eiu Winkel dieses Fußpunkt -Vierecks flach 
geworden, Und es ist in ein Dreieck übergegangen, das zwei Ecken in 
A und JB, die dritte auf CD hat; Minimum des Umfangs der eiu- 
geachriebenen Vierecke ist der Umfang dieses Dreiecks. 

Und diese Gestalt behalt die Minimumsfigur wiederum bei, wenn 
das Viereck ABCD den Mittelpunkt des Kreises ausschließt. Ist CD 
die Sehne, in deren kleinerem Segment das Viereck sich befindet, so ist 
das Minimum des Umfangs der des Dreiecks ABG, wo G so auf CD 
liegt f daß AG + BG ein Minimum ist. 

Dies habe ich im Journal f. Math. Bd. 96 S. 64 erörtert. Auf 
S. 71 habe ich dann für das beliebige Viereck folgendes Resultat er- 
halten, das ich hier etwas anders anordnen und aussprechen will: 
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In dem beliebigen Vierecke ÄBCD nei Ä + C> 180« und ^A 
sei stumpf; von den beiden anderen Gegenwinkeln sei D der kleinere^ 
jedenfalls spitze. HinsichtliclL des Winkels B unterscheiden wir die 
drei FäUe: B <, =, > ulCJD + 90». Nur im ersten Falle kann C ein 
rechter oder stumpfer Winkel sein. Von diesem ersten Falle gehen 
wir aus. Es seien 2), @ die Spiegelbilder von J. in Bezug auf die 
Seiten BG, CDy %y @ die Fußpunkte der Lote auf diesen Seiten. Die 
Verbindungslinie 2)(S schneide die Seiten in 93, d, sodaß der dreiteilige 
Zug Ä^^A, von A ausgehend und in 93, (£ an den Seiten BC, CD 
gespiegelt, nach A zurückkehrt. Die Punkte 93, (S liegen in unserm 
Falle, so lange C spitz ist, auf den Seiten selbst. Und der Umfang 
des Dreiecks ul93S ist die untere Grenze des Umfangs aller dem ge- 
gebenen Vierecke eingeschriebenen Vierecke. 

Wir lassen erstens B == ACD + 9(fi werden. Dann rückt 93 in 
die Ecke B, während @ noch auf der Seite CD bleibt. Untere Grenze 
ist der Umfang von ABd und dabei bleibt es, wenn jB> ACD + 90° 
wird; wir haben also in diesem FaUe den Strahl Yon B zu ziehen, der, 
in (£ an CD gespiegelt, nach A geht. Zweitens lassen wir, wieder 
B> ACD + 9(fi voraussetzend, C = 90® werden; dann geht S)(S durch 
C, und in diesem Punkte vereinten sich 93 und @; und untere Grenze 
ist ACA, die doppelte Diagonale. Und dabei bleibt es wiederum, wenn 
C < 90® wird. Das Viereck hat dann zwei stumpfe Gegenwinkel, und 
die Diagonale zwischen ihnen, doppelt, ist die untere Grenze des Um- 
fangs der eingeschriebenen Vierecke. 

6. Wenn zwei Punkte A, B und eine Gerade g gegeben sind, so 
ist, wofern A, B auf derselben Seite von g liegen, derjenige Punkt 
auf g, welcher die kleinste Entfemungssumme von A und B besitzt^ 
der Berührungspunkt, mit g, der Ellipse, welche A und B zu Brenn- 
punkten hat und g berührt, oder ein&cher der Schnitt der Verbindungs- 
linie des einen der beiden Punkte mit dem Spiegelbilde des anderen 
in Bezug auf g. 

Fällt A auf g, so wird J, der Schnittpunkt von AB mit g, der 
Minimumspunkt, die EUipse ist in das Punktepaar {Ay B) ausgeartet; 
dieser Schnittpunkt (AB,g) bleibt Minimumspunkt, wenn A auf der 
anderen Seite von g liegt, als B, 

7. Betrachten wir den Punkt kleinster Entfemungssumme von ge- 
gebenen Punkten und begnügen wir uns mit den einfacheren Fällen von 
3 und 4 Punkten. Wenn drei Punkte ein Dreieck bilden, in welchem alle 
Winkel kleiner als 120® sind, so liegt der Minimumspunkt im Innern 
und zwar so, daß die 3 Halbstrahlen nach den Ecken einen regel- 
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mäßigen Dreistrahl bilden, d. h. zu je zweien den Winkel 120^ ein- 
BchlieBen. 

Ist Aner der Dreieckswinkel 120^, so fallt der Minimumspunkt 
in seinen Scheitel; und bei dieser Form der Minimalfigor bleibt es, 
wenn der Winkel > 120^ ist: der Scheitel dieses größten Winkels gibt 

das MiTiiwinTn 

Sind Tier Ponkte in einer Ebene gegeben, so mögen sie zunächst 
80 liegen, daß keiner von ihnen innerhalb des Dreiecks der 
andern liegt. In diesem Falle ist der Diagonalen -Schnittpunkt der 
Minimumspunkt. Kommt eine Ecke auf eine Seite des Dreiecks der 
andern Ecken zu Uegen und zwar zwischen den Ecken, dann ist diese 
Ecke Diagonalenschnitt und Minimumspunkt. Und rückt nun die Ecke 
in das Innere des Dreiecks der andern Ecken, so bleibt sie Minimums- 
punkt. 

Yon einer dreikantigen Ecke, deren zugehöriges sphärisches Drei- 
eck ein Viertel der Oberfläche der Kugel ist (der Exzeß betragt dann 
180^), kann man sagen, daß sie ein Viertebraum sei (ähnlich wie man 
die Worte Halbstrahl, Halbebene gebraucht und den Winkel 120^ eine 
Drittelebene nennen kann). 

Li^ nun ein Tetraeder vor, von dem alle Ecken kleiner als ein 
Viertelraum sind, so ist der Minimumspunkt ein im Innern gelegener 
Punkt, bei welchem die vier Halbstrahlen nach den Eckpunkten 
Tier dreikantige Ecken büden, die sämtlich gleich einem Viertel- 
raom sind. 

Ist eine Ecke des Tetraeders selbst gleich einem Viertelraum, so 
ist sie dieser Minimumspunkt, und wenn das Tetraeder eine Ecke be- 
kommt^ welche größer ist als ein Viertelraum, so ist deren Scheitel der 
Minimumspunkt. 

Und ähnliche Umformungen finden statt bei mehr gegebenen 
Punkten.^) 

Auch, wenn es sich um die Entfernungen von gegebenen Geraden 
handelt, kommen solche Umformungen der Minimumsfigur vor. 

Das Gemeinsame der besprochenen Umformungen ist, daß beim 
Übergange yon einem allgemeinen Falle zu einem andern die bisherige 



1) Jonmal f Mathem. 97, 49. — Zu der Literatur dieses bis ins 17. Jahr- 
]nmdert(Feriaat, Cavalieri, Toriicelli) zurückgehenden Problems der kleinsten 
Entfemungssumme möchte ich noch erwähnen, dafi Gauß und Schumacher 1836 
in mehreren Briefen (Bd. m des Briefwechsels) mit diesem Problem für 4 Punkte 
einer Ebene sich beschäftigt haben, ohne jedoch ein befriedigendes Resultat zu 
erzielen. 
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charakteristische Eigenschaft der Maximums- oder Minimamsfigor auf- 
hört und an ihre Stelle eine andere Eigenschaft tritt, welche sie im 
Übergangsfall erhalten hat. ^ 

8. Etwas anders scheint die Umformung zu sein, welche der 
Sector als Maximalfigur erleidet. 

Wenn ein Winkel vorliegt, welcher ^ 180® ist, so schließt von allen 
Linien gegebener Länge, welche zwei beliebige Punkte der Schenkel 
verbinden, der Exeisbogen um den Scheitel des Winkels die größte 
Flache ein. 

Ich habe im Journal f. Math. Bd. 96, S. 48 ff. die Steinerschen Be- 
weise besprochen und erörtert, daß das nicht mehr richtig ist, wenn 
der Winkel > 180® ist. Auf der Grenze 180® ist die Maximalfigur ein 
Halbkreis, und ein Halbkreis ist sie auch, wenn die Grenze über- 
schritten ist, aber doch in etwas anderer Lage, als er sich auf der 
Grenze ergeben hat. Wenn nämlich der Winkel > 180® ist, so ist 
Maximalfigur derjenige Halbkreis, dessen Bogen die gegebene Länge hat, 
und dessen Durchmesser auf dem einen Schenkel des Winkels mit dem 
einen Endpunkte im Scheitel liegt, also nicht mit dem Mittelpunkt. — 

Ich wiederhole, was ich schon im Journal f. Math. Bd. 97, S. 59 
gesagt habe, daß es mir zweifelhaft erscheint, ob der analoge Satz 
im Räume: 

„Unter allen Körpern, welche von einer gegebenen körperlichen 
Ecke (oder Kegel) durch eine der Ghröße nach gegebene Fläche ab- 
geschnitten werden, ist derjenige ein Maximum', bei welchem diese 
Fläche einer Kugel um den Scheitel der Ecke angehört''^), 
f&r alle Größen der Ecke gilt. 

Breslau, Dezember 1902. 



1) Steiner, Ges. Werke Bd. n, S. 306 Nr. 78 IV. Der Schluß des zweiten 
Steinerschen Aufsatzes über Maximum und Minimum enth&lt noch viele un- 
berührte Probleme; die Aufgabe des Steiner -Preises für 1900 hat auf sie hin- 
gewiesen. 
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über höhere Kongrnenzen. 

Von A. HüRWiTZ in Zürich. 

Die Frage nach der Anzahl der Wurzeln einer Kongruenz 
a^ccP-^ + Ogrc**-* H h ap_i = (mod|)), 

wobei der Modul p eine Primzahl ist, läßt sich nach einem Satze von 
Herrn Eönig^) mit Hilfe der aus den Koeffizienten a^, o^; . . ., a^-^i 
gebildeten cyklischen Matrix yollständig beantworten. Ist nämlich 
'p—l — h der Rang dieser Matrix modulo p^ so ist A die gesuchte 
Anzahl Eine ganz anders geartete Antwort auf dieselbe Frage will 
ich in den folgenden Zeilen entwickeln und daran einige weitere auf 
höhere Kongruenzen bezügliche Betrachtungen anknüpfen. 

1. Den Ausgangspunkt meiner Untersuchung bildet die einfache 
Bemerkung^ daß nach dem F er matschen Satze 

1 — fcp- 1 = 1 oder (mod p) 

ist; je nachdem k durch p teilbar ist oder nicht. Hieraus folgt sofort^ 
daß, wenn N die Anzahl der Glieder der Zahlenreihe 

bezeichnet, welche durch p teilbar sind, die Kongruenz 

(1) N^ (1 - if-^ + (1 - *?->) + . . . + (1 - *;-i) (modi)) 

besteht. Durch diese Kongruenz ist die Zahl N unzweideutig bestimmt, 
sobald man von ihr weiß, daß sie nicht größer als p — 1 sein kann. 
Wenn nun die Kongruenz 

(2) f((c) == Oq + a^x + öjÄ?* + • • + «r^^ = (mod p) 

vorliegt, so wird die Anzahl N ihrer von Null verschiedenen Wurzeln 
nichts anderes sein, wie die Anzahl der durch p teilbaren Glieder der 
Reihe 

/"(!), /•(2), . . ., /-(p - 1). 

1) Siehe G. Bados, Zur Theorie der Kongruenzen höheren Grades, Grelles 
Joanud 99 9 258; L. Eronecker, Über einige Anwendungen der Modulsysteme 
&Qf elementare algebraische Fragen, ib. p. 363. Vgl. auch mehrere Arbeiten von 
Gegenbauer in den Bänden 95, 98, 99, 102 und 110 der Sitzungsberichte der 
k. k. Akademie der Wissenschaften zu Wien. 

AichiT der ICftthematik und Pbytik. m. Beihe. V. 2 



18 A. HuBwrrz: 

Folglich ist ^bestimmt durch die Kongruenz 

(3) iV=^{l - [f(x)y-^] = -l -^[f(x)y-^imoip), 

Um diese Eongmenz weiter zn entwickeln, setze ich 

(4) [f{x)y-^ =-{% + a,x + a,x^+"' + Orory-^ 

« Co + C^x + C^x^ + C;aJ» + 2* ^f^^' 

Dann kommt 

(5) 2^f{x)'Y-^^^C^{l^ + 2'^ + '>- + {p^Vf) 

= - (Co + Cp-i + Ctip^i) + - • •) (mod|)), 
da bekanntlich 

l/* + 2^H h(p— iy* = — 1 oder O(modp) 

ist^ je nachdem ft durch p^\ teilbar ist oder nicht. 

Aus der Kombination der Kongruenzen (3) und (5) folgt nun 
zunächst der Satz: 

Satz L Wenn 

[/•(x)]p- 1 « Co + Cia: + C,x« + C,a^ + • • . 

ist^ so wird die Anzahl N der von Nuü verschiedenen Wurzdn der 

Kongrttenz 

f(x)^0(modp) 

aus der Kongruenz 

JV+ 1 = Co + Cp-i + C,(p-i) + • '{modp) 
gefunden. 

Wir beachten jetzt weiter, da£ die (p — !)•*• Potenz von 

f{x) = ao + a^x + a^x^ H h drOf 

die EntWickelung 

besitzt^ wo 5^, %, . . ., 6|, . 1 unabhängig yon einander die Werte 0, 1^ 2, . . ., r 
zu durchlaufen haben. Daher ist 

(6) Co + Cp-i + Ci(p-i)+ • • • ^^a^a^ . . . a,^_^, 

wobei die Summation über alle Systeme s^^ S|, . . ., $, — i zu erstrecken 
ist, för welche die Summe s^ + s, + • • • + 5p _ i durch p — 1 teilbar 
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ist Indem man die rechte Seite der Gleichung (6) nach den Potenz- 
Produkten Ton a^^ ^^ • - •? ^r anordnet^ erhalt man 

(6-) Co+Ci,_i + Q(,_x)+--- = (p-l)!y'?;'*"' "-' 



WO nonmehr die Snmme rechter Hand auszudehnen ist auf alle Systeme 
nicht negativer ganzen Zahlen a^, a^y...ya^y welche den beiden Be- 
dingungen 

(7) 0^ + «1 + h Ä^ =1> — 1, «1 + 2«, H 1- r«^ = (modjp — 1) 

genügen. Hiemach laßt sich der Satz I auch in folgende Fassung 
bringen: 

Saiz IL Die AmcM N der von NuU verschiedenen Wurs^Jn der 
Kongrueng 

«0 + «1^ + <h^^ ■! H *r^ = (mod p) 

isi durch die Kongmeng 

^+i.(,-i),255...5(M«dp) 

hesHmmtf wo die SummoHon den Bedingungen 

«o + OiH \- a^ = p—lj ai + 2a, + --.- + ra^ = (mod p — 1) 

gemäß ausssufuhren ist 

Nach dem Wilsonschen Satze kann man auch den Faktor (jp— 1)! 
durch — 1 ersetzen. 

Durch den Satz H wird die Bestimmung der Anzahl der Wurzeln 
einer Kongruenz zurückgef&hrt auf die Berechnung einer gewissen 
ganzen ganzzahligen Funktion der Koeffizienten a^, a^y o^^ . . . der linken 
Seite der Kongruenz. 

2. Diese ganze ganzzahlige Funktion der Koeffizienten a^, a^, a^ . . . 
besitzt gewisse Inyarianteneigenschaften^ zu deren Darlegung ich mich 
nun wende. Dabei ist es zweckmäßige statt der einen Unbekannten x 
zwei homogene unbekannte x^ : x^ einzufiihren und also an Stelle der 
Kongruenz (2) die folgende 

(8) f{x^, x^ « a^af^ + a^of^-^^x^ + a^af^-^ai + h a^a^ = (mod|)) 

zu betrachten. Zwei Paare ganzer Zahlen {x^y x^) und (x[y x^, welche 
beide die Kongruenz (8) befriedigen^ sind stets und nur dann als nicht 
Terschiedene Losxmgen der Kongruenz anzusehen^ wenn es eine ganze 
Zahl Q gibt^ welche den Kongruenzen 

2* 
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genügt. Sind femer x^ und x^ zwei durch p teilbare Zahlen^ so be- 
friedigt das Zahlenpaar (x^^ x^) die Kongruenz (8); ein solches Zahlen- 
paar wird aber nicht als Lösung der Kongruenz gezahlt. Diesen Fest- 
setzungen zufolge ist, wie leicht zu sehen^ die Anzahl A der Lösungen 
der Kongruenz (8) nichts anderes, wie die Anzahl derjenigen unter den 
(p + 1) Zahlenpaaren 

(«1, 35.) - (0, 1), (1, 0), (1, 1), (1, 2), . . ., (1, 1» - 1), 

welche die Kongruenz (8) befriedigen. 

Wenn also, wie oben, N die Anzahl der von Null verschiedenen 
Wurzeln der Kongruenz 

% + <h^ + ^t^^ + 1" ^r^ ^ Ö (mod p) 

bedeutet, so hat man 

A=^ Ny wenn weder a^ noch a^ = (mod p), 

-4 = JT + 1, wenn einer der beiden Koeffizienten- a^ und o^ = (mod p), 

A^ N -\-2y wenn beide Koeffizienten Oq und a^ le (mod p). 

In jedem Falle ist daher 

A + og-* + of-» = JV+ 2 (modp). 

Hiemach kann der Satz 11 auch so formuliert werden: 
Satz III, Die AnzcM A der Lösungen der Kongruenz 

(8) (j^af^ + «1^**^ + Ojai~*irJ + h a^af^ = (mod jp) 

befriedigt die Kongruenz 

wobei die SumtnaMon zu erstrecken ist aufaUe Exponentensysteme cc^ cc^, -- -y cCrt 
welche den Bedingungen 

(10) «Ko + ai + har=P""l> ai + 2a,H f-ra^ = 0(modp — 1) 

genügen. 

Die auf der rechten Seite der Kongruenz (9) stehende Funktion 
der Koeffizienten a^, a^, . . ., a^ möge in der Folge mit A (a^ 04,0,,.. ., a^) 
bezeichnet werden. Dieselbe ist eine ganze homogene Funktion (p — i^aten 
Grades. 

Dies vorausgeschickt, betrachte ich nun eine ganze ganzzahlige 
lineare Substitution 

^ = «Vi + ßVtf 



C: 



= m + *»i, 



über höhere Eongmenzen. 21 

deren Determinante ai — ßy nicht durch p teilbar ist. Durch diese 
Substitution gehe die Kongruenz (8) in 

(12) fcoyj + htrr^vt + htn^'iA + • • • + &,y; - o (modp) 

über. Da nun vermöge (11) jedem Zahlenpaare (j^^, y^ (mod j>) ein 
bestimmtes Zahlenpaar {x^, x^) (modp) entspricht und umgekehrt^ so 
haben die Kongruenzen (8) und (12) genau dieselbe Anzahl von Lösungen 
Also folgt: 

Säte TV. Geht die Form 

(13) f{x^, x^ = Oo^ + ^h^i"^^ + (H^x'-^A + 1- «r^ 

dufxih die SubsHiuUon (11) in die Form 

(14) 9 (jfi, y,) = b,y[ + b,y[-'y, + 6,»J- V« + "' + Kyi 
ObeTy so gut die Kongmenjs 

(15) A(boy 6i, . . ., b,) = A{a^, 04, . . ., a^) (modp). 

In dieser Kongruenz sind i^, b^, . . ., b^ homogene lineare ganz- 
zahlige Funktionen der Koeffizienten üq, a^, , , ., a^j und die Kongruenz 
findet statt für jedes System ganzzahliger Werte ^ welches man den 
Koeffizienten a^, c^, . . ., a^ beilegen mag. Nun läßt sich aber zeigen^ 
daß die Kongruenz (15) in den Koeffizienten a^ ^i, • • .9 o,^ sogar identisch 
stattfindet, d. h. daß die Differenz 

wenn man sie als Funktion der unabhängig veränderlich gedachten 
Koeffizienten a^^ a^, . . .,a^ ansieht, den Zahlenfaktor jp besitzt. 
Es gilt nämlich der Satz^): 

yyWenn die ganze ganzzahlige Funktion &(^i; ^s; • • •> ^J in keiner 
der Variabein x^, ar,, . . ., :c„ von höherem als dem (p — l)»*«"» Grade 
ist und wenn für jedes ganzzahlige System dieser Variabein die 

KongruenlE 

G (wCi, x^y . . .; x^ = (mod j?) 

stattfindet, so besitzt die Funktion den Zahlenfaktor p.^^ 

Für den Fall einer Variabein folgt dieser Satz unmittelbar aus der 
Tatsache, daß eine Kongruenz (modj9) nicht mehr Wurzeln besitzen 
kann, als ihr Grad angibt, es sei denn, daß sie identisch besteht. 
Nimmt man nun an, der Satz sei für den Fall von n -- 1 Variabein 



1) Siebe K, Hensel, ArithmetiBche Untersuchungen über die gemeinsamen 
aufierweBentlichen Diskriminantenteiler einer Gattnng. Grelles Journal 118, 146. 



32 A. HUBWXTZ: 

schon bewiesen, so ergibt sich leicht , da£ er auch für jede Funktion 
G {Xy, x^j - - .j x^ Yon n Yariabeln gilt. Han ordne die Funktion näm- 
lich nach der Yariabeln x^y wodurch sie die Gestalt 

G (xi, x^, . . ., a?J = xf'^G^ + xf-^G^ + ... + (?, 

erhält, unter G^j G^j , . ,, Gp Funktionen der Yariabeln x^, • • v ^« ^^^' 
standen. Legt man letzteren irgend ein System ganzzahliger Werte 
bei, so hat die Kongruenz 

xf-^G^ + a?f-»öj + '" + Gp = (modp) 

nach Yoraussetzung die p Wurzeln a^j « 0, 1, 2, . . ., |) — 1 und ist 
folglich identisch erftllt. Es finden also die Kongruenzen 

öj = 0, G^ = 0, ..,,Gp = (modp) 

fdr jedes System ganzzahliger Werte x^, % - • •; ^n statt; folglich be- 
sitzen G^f £r,, . . ., Gp und daher auch G{Xiy x^, . , ,y x^ den Zahlen- 
faktor Py w. z. b. w. 

Wenn man nun die Differenz AQy^y \y . . ., ft^) — Aia^y a^, . , ,y a^) 
als Funktion der Koeffizienten a^, a^, . . ., a^ ansieht, so sind für diese 
Funktion die Yoraussetzungen des soeben bewiesenen Satzes erfQllt, 
und es gilt demnach in der Tat die Kongruenz (15) identisch in den 
Koeffizienten o^, a^, . . ., a^. Nunmehr führe ich folgende Definition ein: 
Es liege vor eine ganzzahlige Substitution 

(S) ^i=^^yi + ßy%7 ^8 = yyi + *y,. 

Yermoge derselben gehe die Form 

deren Koeffizienten Oq, o^, a^, . . ., a^ unabhängige Yariable sind, über 
in die Form 

9 (ifty y%) = Kifi + hirr^y% + hirr^vi + • • • + Ktr^- 

Wenn nun die ganze ganzzahlige Funktion F{aQy o^, . . ., a^) der 

Kongruenz 

F{boy 6i, • • •, K) = F(aö, Ol, . . ., a^) (modi>) 

identisch genügt (so daß F(bQy b^y . . ., b^ — F{(iQy äj, . . ., a^) eine 
Funktion der Yariabeln a^, 64, . . ., a^ vorstellt, die den Zahlenfaktor p 
besitzt), so soll F(aQy «i, . . ., a^) eine Ifwaricmte der Form f{x^y x^) 
modulo p bezüglich der Substitution 8 heißen. Gleichbedeutend damit 
seien die Bedewendungen F (o^, a^, . . ., a^ verhalte sich „invariant^ oder 
besitze „Inyarianteneigenschaft^^ (modjp) bezüglich der Substitution j8L 
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Dieses festgesetzt^ la£t sich der Satz lY nun Tollsiändiger und 
kürzer so aussprechen: 

SaU F. Die Funktion Ä{aQ, a^, . . .^ a^) ist eine Invariante der 
Form f{x^f x^) modulo p bemiglich jeder ganjseahligen linearen Stibsüiutiony 
deren DeterminarUe nicht durch p teilbar ist. 

3. Es ist eine interessante Frage^ ob sich die Funktion A (a^, a^y,.., a^) 
durch einfiEM^here invariante Bildungen ausdrücken läßt. Diese Frage 
erledigt sich leicht^ und zwar in bejahendem Sinne, in dem einfachsten 
Falle r » 2, also in dem Falle einer quadratischen Form 

(16) f(x^, ar,) = a^a^ + a^x^x^ + a^xl. 

Kürze halber werde der Fall jp » 2 ausgeschlossen, so daß also 
hier p als eine beUebige ungerade Primzahl vorausgesetzt wird. 
Es handelt sich jetzt um die Funktion 

(17) Äia,, a,, o,) «^'ijijTv «S'^?^f'~^f -^i'"*' 
wobei die Summation rechter Hand gemäß den Bedingungen 

(18) o^j + Oj + a, =jp— 1, «1 + 2«, = (mod p — 1) 

auiszufuhren ist Wenn man von den Exponentensystemen 

a,,=j!)— 1, «1 = 0, öj = und «o='0, «1 = 0, aj=|>— 1 

absieht^ so sind die Bedingungen (18) nur dann erfüllt^ wenn 

ist. Daher kommt 

% 

(19) ^(a.,a„«,)-2'^i;Tv^^Ti=l^(«o«.)"'«i'-'-*-- 

Nun ist femer 

(jp-l)! (|,-.i)(p-_2)...(l>-2ao) 






,2..(«=l)(£=i)...(t=2^) 



1 . 2 . . . a0 



=(- 1).. . 4- (^) (^) . . . (^:^^|^) (modp). 

Folglich wird 

/ i>-t \ /i»-8 \ /j>-8«, + l\ 
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oder endlich 



p-i 



(20) A (ao, tti, ög) = (aj — 4aoa,) « (mod j)). 

Die FanÄ;ff(W -4(aQ, a^, a^) ^^imm^ afoo wt^ der ^~ Potenz der 

Diskriminante al — 40^», überein. Der Satz III gibt für die Anzahl ^ 
der Lösungen der Kongruenz 

aQx] + a^a^^rrg + (n^a^ = (modjp) 
die Bestimmung 

J[ — 1 = (aj — 4aQaj) * (modp) 

und enthält also die bekannte Tatsache^ daß diese Anzahl ^ = 2; 
oder 1 beträgt, je nachdem die Diskriminante D = aj — 4:aQ<n^ qua- 
dratischer Rest oder Nichtrest (modp) oder durch p teilbar ist. 

4. Unter einer ^^Invariante einer Form /"(aUi, x^) nach dem Modul j9*^ 
ohne weiteren Zusatz will ich jetzt eine ganzzahlige Funktion der 
Koeffizienten a^, 04, . . ., a^ von f{x^, x^) verstehen, welche nach der 
oben gegebenen Definition sich invariant (mod p) verhält bezüglicli 
jeder Substitution, deren Determinante = 1 (modj)) ist. Aus einer 
derartigen Substitution und einer Substitution von der Gestalt 

(21) ^i-Vu ^2 = 



läßt sich modulo p jede ganzzahlige Substitution, deren Determinante 
nicht durch p teilbar ist, zusammensetzen. Eine Funktion, die sich, 
wie Ä{aQy Oj, . . .,a^), invariant mod. p bezüglich jeder Substitution 
verhält, deren Determinante nicht durch p teilbar ist, läßt sich daher 
charakterisieren als eine Invariante, die auch bezüglich jeder Substitution 
der Gestalt (21) modulo p Invarianteneigenschaft besitzt. Liegt nun die 
ganze Funktion 

(22) F =^ Cagoaji ...a^r 

vor, so verhält sich dieselbe invariant modulo p bezüglich der Sub- 
stitution (21), wenn identisch 

^C()*^iH-2«.4- •-frarajoaji...a?r ^^Ca^^^a^^... a^r (modp) 

ist. Soll letztere Kongruenz für jedes nicht durch p teilbare q be- 
stehen, so muß für diejenigen Tenne von F, deren zugehörige Zahlen- 
koeffizienten C nicht durch p teilbar sind, die Bedingimg 

(23) «1 + 2aj + \-ra^ = (mod p - 1) 
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erfallt seÜL Da man Glieder von Fj deren Koeffizient C durch p teil- 
bar isty onterdrücken darf, so folgt also: 

Diejenigen Invarianten (und nur sie) verhalten sich moduh p be- 
sügliA sämtlicher Substitutionen mit mod p nicht verschwindender Deter- 
minante invariant y welche isobar vom Gewichte modulo p — 1 sind. 
Hiermit ist die inyariantentheoretisclie Bedeutung der zweiten im 
Satze m auftretenden Summationsbedingung (10) klar gelegt 

5. Die allgemeine Theorie der Invarianten nach einem Primzahl- 
modul p hat, soviel ich weiß, bislang keine eingehende Bearbeitung 
erfahren. Sie bietet eine erhebliche Schwierigkeit dar, auf die ich hier 
noch hinweisen mochte. 

Es liege vor eine Gruppe homogener ganzzahliger modulo p be- 
trachteter linearer Substitutionen, die sich auf die Yariabeln »o^ ^i? • * •; ^r 
beziehen. Die einzelne Substitution S der Gruppe stellt die neuen 
Yariabeln b^j b^ . . ., b^ dar als homogene ganzzahlige lineare Funktionen 
der alten Yariabeln a^y a^, . . ., a^, was durch die Schreibweise 

(S) (6o, 6i, . . ., K) = S(ao, ai, . . ., a^) 

angedeutet werde. Die Determinante jeder Substitution S der Ghiippe 
soll modulo p von Null verschieden vorausgesetzt werden. Die Anzahl 
der Substitutionen einer solchen Gruppe ist eine endliche Zahl n. 

Als ^Varianten der Gruppe^' sollen mm diejenigen ganzen ganz- 
zahligen Funktionen F(aQy a^, . . ., a^ der Yariabeln a^, %, . . ., a^ be- 
zeichnet werden^ welche für jede Substitution S der Kongruenz 

(24) -F(fto, &i, . . ., K) = F{a^y a^, . . ., a^) (modi>) 

identisch in den Yariabeln a^^ a^,...,a^ genügen. 

Eine der Hauptfragen der Theorie dieser Invarianten ist nun die^ 
ob sich dieselben sämtlich als ganze ganzzahlige Fimktionen einer 
endlichen Anzahl unter ihnen darstellen lassen. Auf Grund eines be- 
kannten fundamentalen Satzes von Hilberth) hat es nun freilich keine 
Schwierigkeit; diese Frage^ und zwar in bejahendem Sinne, zu erledigen 
für den Fall^ daß die Ordnung n der Gruppe nicht durch p teilbar ist. 
Betrachtet man nämlich das System aller Invarianten^ so kann man 
nach jenem Satze aus diesem Systeme eine endliche Zahl Invarianten 
Fj, -F,, , . ., jF\ so herausgreifen ; daß jede Invariante F sich linear in 
der Form 
(25) F^ A,F, + A^F, + -" + Ä,F, 



1) D. Hubert, Über die Theorie der algebraischen Formen, Mathem. An- 
nalen S6, 485. 



26 Ai HtJBWiTZ: 

darstellen läßt^ unter A^y A^y -- -9 ^k g^^ze ganzzahlige Funktionen yon 
^o; %;-**;^r verstanden. Die Gleichung (25) betrachte man jetzt 
(mod j>) und wende auf dieselbe jede der n Substitutionen der Gruppe 
an. Durch Addition der entstehenden n Kongruenzen und darauf 
folgende Division durch n entsteht eine Kongruenz 

(26) F= F; . F, + 1^; . F, + . . . + F; . F* (mod j>), 

in welcher nun F[, F'^y - - -jFit ebenfedls Invarianten sind. Da auf diese 
letzteren dieselbe Betrachtung anwendbar ist^ die soeben für F angestellt 
wurde u. s. f., so erkennt man, daß F sich als ganze ganzzahlige 
Funktion von F^y F^^ •••>-?* (mod|>) ausdrücken laßt Diese Schluß- 
weise ist aber nicht mehr anwendbar, sobald die Ordnung n der Gruppe 
durch p teilbar ist, weil dann die Division durch n (modp) nicht ssu- 
lässig ist. Die Frage der Endlichkeit der Invarianten für eine Gruppe, 
deren Ordnung den Faktor p besitzt, bleibt also eine o£Eene, und es 
scheint, daß dieselbe mit den bekannten Hilfismitteln nicht leicht er- 
ledigt werden kann. 

6. Zu einer neuen Darstellung der im Satze IQ auftretenden 
Invariante A(a^y o^, . . ., a^) gelangt man durch folgende Betrachtung: 

Bezeichnet A;^, A^, . . ., \ ein System ganzzahliger Werte, so besitzt 
zufolge des Fermatschen Satzes die Funktion 

(27)9(ao,a,,...,a,|J^,,Ä:i,...,ft,) = [l-(ao-*o)'-T[l-(«i-*i)'-']--- 

[1 - (a, - ft,)P-»] 
die Eigenschaft, für 

Oo = ÄTo, Ol = *!,... a^ = *^ (mod jp) 

den Wert 1 (modp) anzunehmen, dagegen für jedes andere System 
ganzzahliger Werte, welches man den Variabeln ck^y o^, - • *y ck^ modulo p 
beilegen mag, nach dem Modul p zu verschwinden. 

EUemach ist es leicht, die folgende Interpolationsaufgabe zu losen: 
„Man soll eine ganze ganzzahlige Funktion der Variabeln ^y o^^ • • .^ a^ 
bilden, welche in keiner der Variabeln von höherem als dem (p — l)"***^ 
Grade ist und fOr jedes System ganzzahliger Werte ÄSq, \y • . .^ X;^ der 
Variabeln modulo p einen dem betreffenden System beliebig zugeordneten 
Rest -4*^ *„..., *^ annimmt.^' 

Offenbar wird nämlich die Funktion 

(28) F(ao, Ol, ...,a^) =2^*»--. wK. <^ij-7<^r\K Kj^^^yh^j^moAp) 

der gestellten Aufgabe genügen, wobei die Summation über alle pT'^^ 
verschiedenen Wertsysteme h^y \y >y\ (iz^odp) auszudehnen ist. 
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Die Au^be gestattet neben der Lösung (28) keine andere modnlo p 
Ton dieser verschiedene Losung. Denn ist F (a^, a^, . , ,,a^) eine zweite, 
den gestellten Bedingungen genügende Funktion, so muß nach dem in 
Xo. 2 herangezogenen Hilfssatze die Di£Eerenz F' (a^, a^, . . .,a^ —F{aQ,a^, . . .,a^) 
nach dem Modul p identisch verschwinden. 

Nun hat die Funktion 

(29) 1+^(00,0,,. ..,a,)»l+^ ^^[^~'|^^^, ag>a?>...a;r-af-^-ar^ 

die Eigenschafi;^ för a^^ai = • • -ee»^ = (modp) den Wert 1 (modp), 
dagegen für jedes andere System ganzzahliger Werte 

den Wert Ä (mod p) anzunehmen, unter Ä die Anzahl der Lösungen 
der Kongruenz 

(30) *o^ + k^xr^-^x^ + h *^a^ = (modi>) 

verstanden. 

Es ergibt sich daher aus dem Vorstehenden unmittelbar der Satz: 

Die FunkMon (29) ist nach dem Modul p kongruent der Funktion 

(31)2'^i....,».[l-(«0-*»)'— ][l-(«l-*.)'-']-[l-(«r-*r)'-'] 

wobei -4ö,o,..^o = 1 ^*^ 3^^ andere Koeffusient Äk^i^^.,^kr hesfüglich 
^eieh der AnzaM der Lösungen der Kongruenz (30) ist. 

Der Vergleich der Koeffizienten in den beiden Darstellungen der 
Funktion 1 + J.(ao, a^, . . .,a^) ergibt eigentümliche Kongruenzen, denen 
die Anzahlen -4*^*^,..^^ genügen. 

Zürich, im September 1902. 
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Snr la singolariM dont sont affect^, ponr nne vitesse 
nnlle, les ^nations du monTement d'nn point matöriel 

frottant snr nne snrface; 

Par M. T. Levi-Giyita ä Padone. 

1. Bemarques preliminaires. Lacune que la rigueur maihematigue 
impose de cambier. — Soit 
(1) 9 {x, y,e)^0 

reqaation de la snrface S (que je sappose fixe pour simplifier) sur 
laquelle est assnjetti a rester nn point materiel P soUicite par une 
force donnee (F), 
Soient: 

X, Yy Z les composantes de (F) suiyant les axes coordonn^; 
Ft et JP, les yaleurs absolues de ses composantes tangentielle 
et normale dans un point qnelconque de la snrface £>; 

a, ßy y les cosinus directenrs de la normale ä S, ayant choisi 
comme direction positive celle ponr laqnelle 

Xa+ Yfi + Zy=^Fn. 

Prenons comme unite de masse la masse de P: des qu'on snp- 
pose sa Titesse differente de zero^ les equations dn mouvement seront 



(2) 






Ü est ä peine necessaire de dire que f designe le coefficient de 
frottement et ^ la reaction normale (inconnue auxiliaire, que le 
Systeme (1), (2) lui-m^me sert a determiner). 

Si Ton a i; = 0; la loi empirique du frottement au repos apprend ä 
distinguer deux cas: ou bien, dans la position envisagee M, la compo- 
sante tangentielle Fr de la force active ne depasse pas fFn'^ ou bien 

Fr > fFn. 

Dans le premier cas le point materiel reste en equilibre, et il 
s'ensuit la definition du frottement comme une force exactement 
opposee a la composante tangentielle de la force actiye (F), 
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Dans le second cas le point commence ä gliBser. Apres un iemps 
infiniment petit dt sa vitesse n'est plus nulle et les ^quations (2) 
s*appliqiient. 

L'experience nons fait aiusi prevoir ce fait analjtique: 

II existe, sous la condition 

xme Solution du Systeme diffigrentiel (1)^ (2) determinee par la condition 
initiale que le mobile sort d'un point donne de la surface avec une 
Titesse nulle. 

Voila une question d'existence^ dont il ne semble pas qu'on se 
soit preoccupe jusqu'ici au point de Tue mathematique. II s'agit; bien 
entendu, d'un cas^ qui ne rentre pas dans le th^or^me g^eral de 
Briot et Bouquet, puisque le Systeme (2) ne se comporte pas r^gu- 
li^rement pour t? = 0. 

n £aut donc examiner la chose de plus pres. 

C'est ce que je vais faire en transformant d^abord le Systeme 
differentiel (1)^ (2). Apres cela un petit artifice me permettra de demontrer 
tres simplement^ par la m^thode classique des limites^ Texistence des 
int^rales dans lesdites conditions initiales. 

Je n'ai pas profite des resultats recemment acquis dans Tetude 
des singularites des equations differentielles^)^ parce que^ une fois trans- 
forme le Systeme (1)^ (2), la demonstration directe est presque imme- 
diäte. On pourrait s'en passer eu appliquant au Systeme (lU) (auquel 
on sera enjGba conduit) une remarque de M. Picard.^) 

2. Transformation des equoMoYis du mouvement — Je suppose 
(ce qui est essentiel pour la demonstration du numero suivant) que la 
surface S et la loi de la force actire soient analytiques. 

Je suppose en outre (pour plus de nettet^ que la force {F) ne 
dopende pas de la vitesse du mobile. 

Soit M un point regulier pour S et pour le champ de force. La 
composante tangentielle de (F) enyeloppe sur S une congruence de 
lignes (regulieres au voisinage de M)^ que j'appeUerai lignes 1. 

D^ignons par cc^, ß^, y^ les cosinus des angles que les tangentes 
ä ces lignes (dans la direction de' la force) forment avec les axes coor- 
donnes; par s^ Tarc (compte dans le meme sens); par r^ le rayon (ab- 
solu) de courbure. 



1) Voir notamment Picard: „Trait^ d'analyse", T. m, Chap. I, U. 

2) Logo citato; pag. 22, remarque finale. 
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EnYiflugeoiui encore, rar la surface S, les trajectoires orthogonales 2 
des lignes 1 et appelons a^, ß^, y^] ^; r, les elements qni corre- 
spondent ä o^^ . . ., r^ (la direction positive etant d'ailleurs fiz^ 
arbitrairement). 

Comme les cosinos directenrs de la normale principale ä 1 sont 

on Yoit que la eonrbnre geodesiqne g^ de 1 (projection sor la ligne 2 
de la coorbure absolne — ^ dirigee saiyant la normale principale) est 
donn^ par la somme 

^ da, +«d«, ^^«d«i ' 
d'nne fiifon plns concise 

(3) 9i-£«,^, 

le Symbole £ indiquant nne somme de termes semblables en a, ß, y. 
De meme 

(4) Ä-^«xfj 

repr^sente la corirbnre g^desiqne des lignes 2. 

Ceci pos^^ reprenons les ^qnations (2). Ponr tonte solntion regu- 
liere (reelle)^ les coordonnees x, y, e ponrront etre censees fonctions 
de t par l'intermediaire de l'arc 5 de la trajectoire. En convenant de 
prendre ponr direction positive de s celle dn mouvement^ on aura 

ds ^ A 

Soit & l'angle (compte sur le plan tangent ä S dans le sens 1^ 2) 

que la direction s forme avec 1. 

On a ^ ^ 

cos (1 s) = cos ^, cos (2 s) = sin d; 

et en ontre^ pour tonte fonction des points de S, 
(6) ^„cosdA + sin^ Ji. 

En appliquant cette identite, ob obtient 

dx A dx , . 4^ dx - , . _ 

g--=»C08^^ + 8m6'g— = aiCos<ö' + a,sm'fr, 

d^x f • o. I «\ d^ . da. ^ , doE, . ^ 

-g^ = (- «i am * + «, C08 ») -^ + -^- cos * + -^ sin«-, 
ayec des formales analogues poor y et e. 
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Comme 



X = 



dx 



Jf 



X 



d_ 
dt 



(dx\ dv dx , q d*x . 



ds 



ds^ 



les ^uations (2) deviennent 



-gr («1 C08 ^ + a, ein ^) 



(20^ 



+ r" I (— «1 sin d + «, COS ^) ^ + P cob -fr + -^ sin -fr | 

=» X + ^a - /•] JV I («1 cos -^ + «K, sin *) 



Muttiplions ces eqnations par les cosinns directenrs a^ ß, y de ]a nor- 
male et ajoutons. En tenant compte de ce que 



27««! — 27« «i — 0; 27«' — 1, 



il Teste simplement 



N^^Fn + v^'h, 



ayant pose, ponr abr^er^ 

"h = cos ^27« ^ + sin ^ 27« ^»-. 

da ds 

D'aprfes (5) et en profitant de l'identite 

^ da, ^ da. 
27« -5-^ = 27« - 



dsj^ 



dsq' 



on pent ecrire 

(7) T> - eoB*^ 27«^ + sin« * 27«^ + 2 cos^sin ^27« ^, 

oü chacnne des trois sommes poss^de nne interpr^tation g^ometrique 
bien simple (conrbore normale de la ligne 1, conrbore normale de la 
ligne 2, Talenr conrnrnne^ au signe pres^ de la torsion g^desiqne). 
Hais cela n'a pas d'importanee ponr notre bnt. 

Achevons la transformation des (2^) en les moltipliant nne pre- 
mi^ fois par 

«i cos ^ + «ji sin ^, ß^coB^ + ßfSia^y 2^^ cos ^ + y^ sin ^, 

ime seconde fois par 
— «1 sin ^ + «, cos -fr, — /J^ sin ^ + A cos ^, — y^ sin ^ + y, cos &, 

et en les ajontant chaque fois. 
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Si Ton a ^gard aax relations 

27«* = 1, 2;a| = 1, JJa^a, = 

et ä letu-B conseqnences 

on irouTe de suite 
Or 



d^ _ da- 



tandis qne; d'apres (5), 



Za, «*;;- = COB * 2:0, ';;- + sin ^ ^o. ^^ , 



ou, en remarqoant que 






27 Oj -j^ = jFj cos ^ — ^2 sin 0". 



II resulte ainsi 



(8) 



f ^^^FrCOB»-f\N\, 
V 2 "^ -~ ^^ (ffi ^s ^ — jr, sin ^) — Ft sin O*. 



Pour aller plns loin, imaginons de rapporter la sorface 5 a nn 
Systeme de coordonnees currilignes q^, q^, ayant les 1, 2 pour lignes 
coordonnees (et croissant, sur ces lignes, dans le sens positif). 

L'expression du carre de l'^^ment lineaire sera de la forme 

Hldq\ + H\dql, 

H^ et E^ etant des fonctions de g^, q^, positives et regalieres en tont 
point regulier M de la surface. 

U en est de meme, quant ä la regularite, pour les coefficients h^^ 
de la seconde forme fondamentale 

qui n'est autre que la forme 

a(Px + ßcPy + ycp0, 
eiprimee par les q. 
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On a eyidemment 

t_dx^ ^ L^ — _L ^ 

1 dx ^ t dy 1 dz 

^^"W^d^' P^^W^d^^f y^^Hld^'^ 

et Ton verifie sans peine^ d'apr^ (3), (4) et (7) (en tenant compte des ex- 
pressions bien conniies des coefficients des deux formes fondamentales) que 

_ 1 dH^ _ 1 dH^ 

,g. . ^^" S,H, dq,' 3t- H,H, dq,^ 

Je Signale en passant ces formnies, anxquelles il faudrait avoir 
reconrs dans les applications concr^tes. Ge qn'il nous fant retenir ici, 
e'est que g^y g^y les 6, ainsi que Ftj i^n, f sont des fonctions holomor- 
phes de q^ q^ en tout point regulier M (gj, gj). 

Pour t; = 0, l'^qnation (6) donne 

N---F,. 
Fn etant positif, on yoit que, pour v assez petit, Ton a 



La forme definitive des equations du mouvement s'obtient en 
assoeiant aux (8) Celles qui definissent les deriyees de q^ et g,. 
Or on a ^ ^ 

dt ^^ ds' 
et par suite, d'apr^s (5), 

m 

D'une fa9on analogue 

dq^ sind 

dt ^ H^ 

On est ainsi conduit au Systeme du quatri^me ordre 



(I) 



dq, cosd dq^ sind 

dt ^ H^ > dt H, ' 

V -T7 ^ — ^^ (ffi COS -ö- — jr, sin 'ö') — Fr sin d', 



les fonctions inconnues etant g^, g^, t; et d; 
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An voisinage des valenre g^ ^ (qaels que Boient d'aillenrs v et d) 
tout est regulier dans les seconds membres. Ft, Ft — fFn sont essen- 
tiellement positifs. 

3. Existence d^une Solution holomorphe correspondanie aux vcUeurs 
initiales ffi = 3?, ft = Sj; «? = 0. — En prenant les eqnations du mou- 
vement sous la forme (I), notre tache reyient evidemment ä demontrer 
Texistence d'une Solution holomorphe correspondante aux yaleurs 
initiales ft = 3?, ft = 9$, t? = 0, celle de ^ n'etant pas donnee ä priori. 

La demi^re des eqnations (I) montre d'abord que^ si une teUe 
Solution existe; la valeur initiale de ^ doit annuler sin ^; d*oü ^ = 

ou -d" == Ä. 

La seconde hypothese est ä rejeter^ puisqu'elle donnerait, ponr 

Tinstant initial, ^v 

'i = -Fr-fK', 

V irait donc en decroissant^ ce qui est impossible, parce que sa yaleur 
initiale est nulle. 

On a donc initialement d;^ 0, ce qui etait ä prevoir, le mouvement 
deyant bien commencer dans la direction de la force. 

£n eliminant dt et en posant^ pour abreger, 

jD = l^r cos «• - f{Fn - v^ I)), 
on tire de (I) 

On remarquera que les seconds membres sont des fonctions holomor- 
phes des arguments q^, q^y &, v au voisinage des yaleurs ^, g^, 0, 0, 
puisque D ne s'annule pas pour ce Systeme de yaleurs {D =» Fr — f^n)- 
II est bien clair apr^s cela qu'on peut se bomer ä demontrer 
Texistence de trois integrales holomorphes q^, q^y ^ de (11)^ se r^uisant 
respectiyement ä gj, gj, pour i? =» 0. 

En deyeloppant — -g- sin -ö- suiyant les puissances de q^ — gj, 
q^ — g^,^ et en appelant c la yaleur essentiellement positive du rapport 



F^^fF, 



au point M (^, gj), on peut ecrire 

Fj, 
— -y^ sin '9' = — cö" + . . . , 

les termes omis etant du second ordre au moins. 
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PoBons maintenaat 
(10) 8i = 3j + «'^i, «» = 2i + «^*f; ^-vt 

et remarquons qae les seconds membres de (U), qui sont des fonctions 
r^olieres de q^, q^, d; v dans le domaine des yaleurs 2i =» g^ St ^ Si; 
^ = 0, t; == 0, deviennent, d'aprfes la Substitution (10), des fonctions 
regolieres de t^, t^, t^ v pour la valeur zero de tous ces arguments. 
Les termes du second ordre, par rapporfc aux arguments primitifs, 
obüennent le facteur v^ lorsqu'on les exprime par les nouvelles 
variables. 

Aprte cela on reconnait sans peine que la Substitution (10) pennet 
de presenter le Systeme (II) sous la forme 

¥i' %} $ designant des fonctions de t^, t^, t, v r^guli^res pour des 
yaleurs assez petites de ces variables. 

Demontrer Fexistence des integrales holomorphes de (II), qui se 
reduisent ä gj, g^, pour v =^0, equivaut evidemment ä demontrer 
Texistence d'un Systeme d'integrales de (III) holomorphe pour t; == 0. 

Les yaleurs initiales de r^, t^, t, qui ne restent pas d^tetmin^s 
par la transformation (10), le sont par les equations (III) elles-mSmes, 
qui donnent, pour t; = 0, 

Ti = r j = r = 0. 

En les derivant, par rapport ä v, n + 1 fois et en posant ensuite v = 0, 
on obtient 

(11) («+1)0=..., (« + l)fj»-..., (« + c)0-..., 

les seconds membres ne dependant que de t^, t^, t et de leurs deriyees 
jusqu'ä Tordre » — 1 au plus. 

Le Systeme d^termine donc les yaleurs des fonctions inconnues 
(suppos^es holomorphes) et de toutes leurs deriyees, pour i; =» 0. 

Tont se r^duit desormais ä y^rifier la conyergence des s^ries de 
Taylor construites ayec ces yaleurs. 

Appliquons le calcul des limites et comparons notre Systeme 
(DI) ayec le Systeme 

(IV) «^>+T,-raR,, v^;^+t,^vflR„ v% + (e+l)t^vm, 

qui en resulte en rempla^ant dans les seconds membres ^^7 $s; ¥ P^^ 
des fcmäions majormtes SKj, SDlg, SK. 

3* 



I 



36 T. LBvi-GiyiTA: Siir la singularit^ dont sont affect^es etc. 

Les d^riy^es successives des integrales de (TV) (suppos^ holo- 
morphes et nnlles pour v ^0) sont d^termin^s par des systimes 

(12) („ + 1)^=...., („+i)^ = ..., („ + c)^»..., 

av av av 

de m§me forme que (11); les seconds membres ^tant toutefois rem- 
plac^s par des expressions majorantes. 

Les deriy^s saccessives, calcul^s ainsi, sont donc essentiellement 
positives et superieures en valeur absolue k Celles qui s'obtiennent de 
(11) pour le Systeme propose. 

La constante c etant positive^ on augmente encore cette valeur si, 
pour n > 0^ on remplace les premiers membres de (12) par 

dt?"' dt?**' dtj"' 

en gardant, pour » = 0, les conditions t^ = r, = r = 0. 
Les valeurs^ ainsi modifi^es, correspondent au Systeme 

c'est-a^dire au Systeme 

(V) fe-3«i, ^-ä»., ^-3R, 

qui n' a plus de singularit^s pour v =^0. 

Or le th^or^me dassique de Briot et Bouquet nous assure de 
la convergence des series integrales de (Y), sous les conditions initiales 

Tj = r, = T — 
pour v^O. 

On peut donc af&rmer la convergence (pour v assez petit) des 
series de Taylor donnant les integrales du Systeme (ID). 

L'existence des integrales holomorphes x (t), y (t), e (t) du Systeme 
primitif (1), (2) (sous la condition que le mobile sorte initialement 
d'une Position r^guli^re M avec une vitesse nulle) est ainsi demontree. 
Evidemment ce Systeme integral holomorphe est unique. 

Remarque. — La demonstration s'etend d'elle-meme au cas oü la 
force (F) dependrait de la vitesse (ses composantes restant holomorphes 
pour t; =- 0). 

En effet, on est encore conduit ä un Systeme de la forme (III). 
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Si la sorface S varie avec le temps, il faut modifier la mise en 
eqaation, et en oaiore on ne peat plus eliminer t (ce qoi arrive aassi 
lorsqne la force depend de t). 

II suffit toutefois de considerer comme variable ind^pendante la 
Titesse relative du point par rapport anx dements mat^riels de la 
sur&ce S ponr qne la d^monstration puisse etre achevee; substantielle- 
ment, comme ci-dessus. 

Padoue^ le 5 septembre 1902. 



Brief von Leverrier an Jacobi. 

Mitgeteilt von Herrn E. Jahnke in Berlin.^) 

Paris le 24 Janvier 1848. 
Monsieur et tres- illustre Confrere, 

J'ai refu avec un grand bonheur la lettre que vous avez bien 
Youlu m'adresser sur Tobservatoire de Königsberg. Habitu^ que je suis 
ä ne pas compter dans vos m^moires les ffrands evenements qui nous 
imposent la douce Obligation de vous admirer, j'ai lu avec respect ces 
pages de notre grand geometre, pages que je destine ä mes archives 
de famille. Ce n'est pas non plus sans emotion que j'ai pu jouir de 
ces details empnmtes ik Tintimite de Tillustre Bessel, et dans lesquels 
respirent ä la fois et votre entier devoument ä la science et les sentiments 
de Tamitie. 

Que ne puis-je vous donner un avis sur la haute question que 
vous soulevez? Mais je ne suis quW astronome calculateur; et en 
pareiUe matiere on tiendrait sans doute peu de compte de mon opinion. 
Je Buis loin de dire qu'on aurait tort. Struve, Eneke, Airy sont 
HOS maitres et je dois m'en rapporter a leur temoignage. 

Permettez-moi donc^ mon illustre confr^re, de ne point aborder la 
question des procedes d'observatioU; mais bien la valeur des observations 
elles-mimes. Sur ce point je ne me recuse pas; car en discutant les 
observations, j'ai appris ä les connaitre, peut-etre mieux quelquefois 
que ceux qui les avaient &ites; et c'est pourquoi je prends la liberte 
den parier. Si ma mani^re de voir ä ce sujet cadre avec vos vues, 
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oo si eile s'en eloignera, je Tignore. Ce sera ä yous d'etablir la relation 
entre yous et moi^ et je m'en rappoite ä yos d^ductions. Je redamerai 
seulement qne yoos Yeuillez bien me les faire connaitre. J'y gagnerai 
ä la foiB de m'instniire par Yotre discussion et de contmner des relations 
dont Yons ne Youdriez pas me priYer aprfes m'en aYoir fait nne prämiere 
fois apprecier le charme. 

Plufl d'an astronome a sontenu cette th^se qn'il fallait fedre beau- 
conp, beanconp d'obserYatioiis! Bomies ou manYaises? Oh^ c'etait ä 
peine si cela importait sniYant eux. On prendrait la moyemie; et Toii 
ne sanrait manqaer d'obtenir ainsi la Yerite. 

Sans-donte, personne n'oserait aujourdlini s'exprimer aYec une 
pareille nettete snr une aussi detestable tbeorie. Et cependant eile re- 
pr^nte, aYec exageration si on le Yent, Tesprit des astronomes qni se 
refoseraient a sniYre cenx de leurs confreres qni anraient ete assez 
benrenx ponr onYrir anx obserYations la Yoie d'nne plus grande per- 
fection. La science ne s'inqniete en aucune fa^on qne les obserYations 
qni Ini serYiront de base soient anglaises^ prussiennes, russes on fran- 
faises. II n'y a qne lenr exactitude qni Ini importe. Et je ne crois 
pas me tromper en predisant qne dans nn aYenir eloigne, lorsqne les 
int^ts particnli^« anront disparu, il ne snrYiYra reellement qne la 
memoire d'nn etablissement repr^sentant ä chaqne epoqne le d^re 
d'aYancement de la science d'obserYation. Ge sera l'obserYatoire de 
Maskeline a la fin dn demier siede^ celni de Bradley en 1760^ celni de 

Bessel Yers 1820^ celni de permettez-moi de ne pas poursuiYre 

cette Enumeration. B est donc dejä; sniYant moi, d'nn grand interet 
national ponr nn pays d'aYoir chez Ini FobserYatoire le plns aYance 
dans la science de TobserYation; pnisqn'il s'assnre par la d'etre le re- 
pr&ientant de son epoqne anx yenx de la posterite^ qni ne manqnera 
pas de regarder^ dans sa jnste critiqne^ les antres etablisscfments comme 
etant en arri^re de Tetat de la ciYilisation. 

L'opinion qn'on pent se contenter d'obserYations, moitie bonnes, 
moitie mauYaises et nombrenses! G'est celle des mediocrites qni n'osent 
affronter les difficultes des determinations precises: c'est cello des 
paressenx qni ne penYcnt Yoir sans effroi Bessel lenr proposer de £Eiire 
des obserYations en hnit points de son cercle. Eb Messieurs, il ne 
s'agit ni de Yotre amour-propre ni de Yotre peine; mais bien de saYoir 
si cela est indispensable a la rigueur des obserYations. Gar s'il en est 
ainsi; et que yous persistiez dans une opinion qni place yos traYanx 
au-dessous de ceux des antres , et les frappe ainsi de nullit^ dans 
l'aYenir, j'ajoute: c'est Topinion des gens peu bonnetes, qui laissent 
tomber par lenr mollesse les etablissements que le pays leur a confies. 
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On commande iine Innette m^ridienne ä Mnnich (ou ä Paris du 
temps que Gambey vivait); on se mtmit d'nn cercle m^ridien et d'une 
hodoge. PuIb les mains^ derri^re le dos^ on yient, au moment fixe par 
rEphemeride de Berlin^ constater le moment du passage dWe 6toile 
par ün fil et observer sa bissection par im autre. On est astronome 
en moins de temps qn'il n'en fant a nn mnsicien pour apprendre ä 
battre la mesnre. 

Je T0,i8 le difl franehement, mon Ulustre confrere, je ne voia pas 
qne Fastronomie pnisse ayoir maintenant rien a gagner avec des obser- 
yations de cette esp^ce. Yoici mes raisons^ que yous peserez. 

On prend, par exemple^ quatre mille obseryations du soleil pour 
etayer sa theorie. On y applique la methode des moyennes ou Celles 
des moindres quarres, peu Importe; on s'en remet au grand nombre des 
observations pour faire disparaitre les erreurs dont elles sont affectees 
indiyiduellement. Or il peut se faire qu'il y ait des erreurs systema- 
tiques^ communes ä plusieurs observatoires^ venant de ce que le proeed^ 
d'observation y est le meme^ et qui ne disparaissent pas du tout en 
prenant les moyennes. L'accumulation des obseryations ne peut seryir 
qn'a mieux constater Tecart^ sans donner en aucune fa^on une position 
plus precise pour Fastre considerä. II n'y a quW moyen de sortir de 
la: e'est d'etudier ayec une profonde attention toutes les causes d'erreurs, 
surtout les erreurs systematiques^ et de chercher les moyens d'en atte- 
nuer l'effet. Dans les circonstances oü Ton a ete assez heureux pour 
j paryenir on a bientöt reconnu qu'il n'etait pas besoin de milliers 
d'obseryations pour arriyer ä la yerite, et qu'un petit nombre suffisait 
reellement. Conclusion qui me parait de la plus haute importance. 

ün resultat deduit de milliers d'obseryations est en effet presque 
indiscutable. S'il cadre partout ayec les obseryations, cela est bien. 
Mais dans le cas contraire^ yous yous trouyez en presence d'anomalies 
dont yous ne pouyez demSler ni le sens ni la cause, et yous etes reduit 
ä dire ayec Bessel lui-meme: Non eos fecit progressus theoria solis, 
quoB polliceri yidebatur, et ingens numerus et bonitas obseryationum, 
sauB en pouYoir deduire aucune consequence precise sur la Constitution 
de notre Systeme solaire. Cette pbrase, sous la plume d'un aussi grand 
critique que Bessel, dans la bouche d'un homme qui ne reculait pas 
deyant les grandes conceptions, est la condamnation des theories basees 
sur un tres-grand nombre d'obseryations. Je ne doute pas que Bessel 
ne fQt arriye, au moyen d'un petit nombre d'obseryations ä des resultats 
tont aussi pr^cis que ceux qu'il nous a donnes. Et peut-etre alors, 
il anrait pu d^meler la cause des anomalies dont il a ete reduit a de- 
plorer l'existence. 
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N*allez pas m'objecter que j'ai moi-meme fonde des theories 8ur 
de tres-grandfi nombres d'obseryations. On n'arriye gu^re ä la verite 
qae par le chemin de rerreur^ et apres en ayoir essuye tous les ennois. 
C'est donc pour en avoir eprouve tous les incoiiyemeiits et toute Tin- 
utilite que je dis adieu aux theories basees sur an „ingens nomerus 
obserTationum^'y bien resolu^ dans de nouvelles recherches que j'ai 
entrepriseS; et auxquelles je travaille avec ardeur^ ä ne £ftire concoorir 
qu'un petit nombre de positions, dont je saurai apprecier le degr^ de 
precision. Par lä, et par lä seulement^ les resultats deyiendront discu- 
tables; et nous pourrons savoir s'il y a dans le monde des causes agis- 
santes dont Texistence ne nous a pas encore ete rey^ee d'une maniere 
certaine. 

Oü prendrai-je ce petit nombre d'observations excellentes? J'ai 
compt^y je Yous le declare^ et je compterai toujours sur Tobservatoire 
de Königsberg, pour une partie de ce dont j'aurai besoin. Si yos tristes 
pr^yisions devaient se r^liser, ce qu'ä Dieu ne plaise, je porterais 
avec YOUS non seulement le deuil de FobserYstoire de Königsberg, mais 
encore celui d'une partie de mes plus legitimes esperances^ dans les 
faibles serYices que j'espere rendre ä Tastronomie. Mais ü n'en saurait 
etre ainsi; que le futur directeur de TobserYatoire de Königsberg soit 
un eleYe d'Encke ou de Bessel, Galle ou Busch. L'un et l'autre 
comprendront sans doute qu'ils ont pour premier dcYoir de completer 
ToeuYre du maitre; et qu'en acceptant la surYiYance de Bessel ils con- 
tracteront enyers Tastronomie de nouYcUes et immenses obligations. 
J'ai confiance dans l'el^Ye de Bessel. J'ai confiance aussi dans Galle, 
le seid astronome que j'ai pu decider, nudgre de tres-vives instances 
faites en plus d'un lieu, ä chercher la planete dans le ciel. 

Excusez-moi; mon illustre confrfere, si j'ai emprunte le secours 
d'une plume etrangöre. Ma Yue exige en ce moment ces menagements. 
Je YOUS ai ecrit en grande confiance que yous ne laisseriez pas passer 
cette lettre sous les yeux de ceux qu'elle pourrait contrarier, ce que 
mon ignorance des Yues personnelles de yos hommes eminents aorait 
pu produire. Je yous ai expose des Yues generales sans aucune appli- 
cation personnelle. 

VeuiUez offirir mes compliments ä M. Encke, ä qui j'ecrirai sous 
peu de jours pour la question astronomique dont je lui ai parle. 

Agreez, Monsieur et illustre confrere, l'expression de mon profond 
et affectueux respect. 

5, rue St. Thomas d'Enfer. M. E. LeYerrier. 
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Mitgeteilt von Herrn E. Jahnke in Berlin.^) 

Paris, 1*' juin 1846. 
Monsieiir et eher ami. 

Nons Yoici arrives ä la s&nce solemnelle, le scratm est ouvert, 
et des ä present je suis certain qne vous allez etre proclame associe 
efcranger de notre Academie. Permettez-moi de me feliciter d'ayoir pu 
contribner pour ma faible part ä cet heoreux räsnltat, comme membre 
de la Commission qne TAcad^mie avait nomm^e pour pr^parer rme 
liste de candidats. C'est par les noms de Newton et de Leibnitz que 
s'onyre notre liste d'associes; les noms de Gauss et de Jacobi figureront 
dignement a c6te. Vous seul pouviez nous consoler de la perte si 
grande que nous avons faite par le dec^s de M. B es sei. 

Jouissez, mon eher ami, jouissez longtemps de votre gloire, et 
conseryez ayec soin cette bonne sant^ que vous avez enfin retrouyee. 
Adieu, je vous ecris ä la häte; le Secretaire vous pr^yiendra officielle- 
ment de yotre nomination, mais j'ai youlu yous l'annoncer de suite. 
Si YOUS ayez la bonte de m'ecrire quelques mots d'ici ä quatre mois, 
adressez-moi yotre lettre a Toul (en Lorraine) oü je yais aller passer 
quelque temps pres de mon pere. Je serai lä yoisin de M. Hermite 
qni habite ordinairement Nancy; nous relirons yos ouyrages, et peut- 
etre y puiserons - nous bientöt quelque occasion scientifique de yous 
ecrire. — Peloure se rappelle ä yotre souyenir. — Mille amities ä notre 
excellent Dirichlet et a MM. Steiner et Grelle. 

Votre deyoue confr^re 
J. Liouyille. 

P.S. On yient de depouiller le scrutin; il y ayait 47 yotants; yous 
a?ez obtenu 46 yoiz; ä une yoix pres, Tunanimite. 
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Über die Auf lösiing der transcendenten Gleicliimg 

Von Hans R. G. Opitz in Berlin. 

Zu denjenigen analytischen Funktionen , welche wegen ihrer viel- 
seitigen praktischen Verwendung dem Mathematiker geradezu unent- 
behrlich geworden sind^ gehören bekanntlich die Transcendenten 



00 



Tc"^ dx und Tß"** dx^ 



deren Bedeutung nicht überschätzt erscheint, wenn Hr. J. W. L. Glaisher 
dieselben ihrer Wichtigkeit nach gleich hinter den Logarithmen und 
den trigonometrischen Funktionen rangiert.^) Man hatte deshalb auch 
schon frühzeitig die genannten und in enger Beziehung zu ihnen 
stehenden Funktionen in Tafeln gebracht^ um ihre Werte für die durch 
die Anwendungen gegebenen Argumente stets bereit zu halten.^ 

1) PhiloBophical Magazine 42, 294 u. 421, London, Jnly — December 1871: 
On a Glaes of Definite Integrals. — £8 fehlt zur Zeit noch immer sowohl an einer 
einheitlichen Bezeichnung als auch an einem allgemein angenommenen Namen 
für diese Funktionen. Die von Glaisher vorgeschlagenen Namen Error-fimetion 
und Error-function-complement und die Bezeichnungen 



OD X 

r«-"'du = Erfa;, C e^ *"* du ^Erf ex 



haben wenig Verbreitung in Deutschland gefunden. Bei Abfassung der Schrift 
,,Die Kramp -Laplacesche Transcendente und ihre ümkehrung^^ (Berlin, Oster- 
programm 1900 des Eönigstädt. Realgymn.) ist mir weder der Name noch die 
Bezeichnung bekannt gewesen. Ich habe dort das Zeichen ^(x) benutzt, um die 
Funktion, welche Gauß mit (x) bezeichnet hatte, einzufuhren; dasselbe schien 
in der neueren deutschen Litteratur allgemein angenommen worden zu sein. Ich 
sehe aber, daß einige Autoren wieder zu dem Gau ßi sehen Zeichen zurückkehren. 
Vgl. z. B. E. Czuber: Theorie der Beobachtungsfehler, Leipzig 1891, wo auch 
Erf gebraucht wird, und H. Weber: Die partiellen Differentialgleichungen der 
mathematischen Physik. Braunschweig 1900/1901. 

2) Über die Tafeln vgl. Glaisher a. a. 0. — Jos. Burgess: On the definite 
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Integral —-=- 1 e ^ dt, with extended tables of values. Transactions of the Royal 
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Society of Edinburgh, Vol. 89, 1900, issued separately 26 th March 1898. — Ency- 
klopädie der mathem. Wissensch., Leipzig 1901, Bd. I. 6 pag. 757 u. 776. 
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Wenn aber G. F, Gauß, um von dem Gbnge der Funktion 



(^) ^(^)-ii.A- 
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*• dx 
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eine Yontellmig zu geben ^), das Tafelchen 

0,600 0000 = e (0,476 9363) 
0,600 0000 = 0(0,595 1161) 
0,700 0000 = e (0,732 8691) 
0,800 0000 - e (0,906 1939) 
0,842 7008-0(1) 
0,900 0000 = e (1,163 0872) 
0,990 0000 = e (1,821 3864) 
0,999 0000 = e (2,327 6754) 
0,999 9000 - e (2,751 0654) 

1 =.e(c») 

konstruieH^ so hat er damit zugleich das Problem der Umkehrung der 
geiuumten Funktion gestellt; denn bedient man sich des Fonktions- 
z«iclieo8 £1, 80 würde das Täfelchen besser 

ß (0,5) = 0,476 9363 

u. s. w. 
geschrieben werden. 

Trotzdem man auf dieses ümkehrungsproblem vielfach gestoßen 
war, hatte man dennoch eine direkte Lösung desselben nicht unter- 
nommen. Th. T. Oppolzer behauptete sogar*), daß die Gleichung 



(2) /.- 



4 



;,nur durch Versuche gelöst werden kann^ etwa in der Weise, daß man 
sich eine Integraltafel fÖr das vorliegende Integral mit dem Argument 
'obere Grenze' entwirft und jenen Wert des Arguments durch Inter- 
polation zu finden sucht, der der Relation (2) genügt". 



1) Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen. ZeitschriiFt f. Astron. 
Q. verw. Wiss., hrsgb. v. B. v. Lindenau u. J. G. F. Bohnenberger, 1, 186, 1816 
= Ges. Werke 4, 110. 

2) Lehrbuch der Bahnbestimmung der Kometen und Planeten, Leipzig 1880, 
2, 292. 
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Auf einen anderen „Yersuch^^^ die Gleichung (2) zu lösen, wird 
man durch die Entwickelung der Transcendente in eine Potenzreihe 
hingewiesen: 






^ ^^ -^ -ir(2T+ i) • 



Das bereits bei A. Meyer^) und G. Hagen') angedeutete indirekte 
Verfahren der successiven Annäherung des Wertes dieser Reihe an die 
gegebene Größe ist vor kurzem in ausgiebigster Weise von Hm. Jos. 
Bürge BS benutzt worden, um den Wert x== Qy welcher der Gleichung 

(3) V(-i)'^"+'_V57 




^^ U (2i+l) 4 

genügt, auf 24 Dezimalstellen zu berechnen^, während Th. y. Oppolzer 
eiuen 10-stelligen Wert gegeben hatte*), der — wie er sagt — „nur 
um wenige Einheiten der zehnten Dezimale unrichtig sein kann'^ 
Hr. Bürge SS hat übrigens aus der von ihm neu berechneten Tafel 
für das lutegral (1) durch einfache Interpolation auch das Gaußische 
Täf eichen noch auf die Werte 0,1 bis 0,4 des Arguments erweitert. 
Eine direkte Methode zur Auflösung der Gleichung 

X 

(4) 2'fe'"^dX'^yx'a, 



wo a eine gegebene zwischen und 1 liegende Größe bezeichnet, läßt 
sich aus der gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung und 
zweiten (Grades 

(5) (l-*)^'-| 

herleiten^), indem man zuvörderst die Funktion 

(6) ff - V(t) 



1) Vorl. über Wahrscheinlichkeitsrechnung, deutsch bearb. ▼. E. Csuber, 
Leipzig 1879, pag. 261. 

2) Grundlüge der Wahrscheinlichkeitsrechnung, IQ. Aufl. Berlin 1882, S. 78. 

3) a. a. 0. S. 277, vgl. oben Fußnote 2. 

4) a. a. 0. S. 296, vgl. oben Fußnote 4. Th. v. Oppolser hat fOr seine 

Zwecke eine besondere Tafel für das Integral ( e^^ dt berechnet. 



6) Man vgl. n. Teil des Osterprogr. 1900 des Königst&dt. Bealgymn. zu 
Berlin. 
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unter der näheren Bestimmung 

V (0) = 0, y (1) = 1, 

(68) !F'(0)=.0, ««"(O)-! 

aofirtellt Setzt man dann 

(7) ^ = y5^.Ä(,), 

SO ist x =» A (a) eine Lösung der vorgelegten transcendenten Glei- 
chung (4). Die Funktion ^(t) läßt sich in Form einer Potenzreihe 



OB 



1»1 



darstellen, deren Koeffizienten der Bekursionsformel 

(Q\ ^ 2Z(2Z — 1) 

(«) «i* ==^ 2x(2*-l) «»^««x-«2 

genügen; dabei ist «o "" ^; ^ *" T ^^ setzen, 
ffiemach lafit sich die Reihe 

(9) V^-äW=^/J«_i^"-^ 

Ideht bilden. Will man in den Koeffizienten die Irrationalitäten ab- 
sondern, so erhalt man 

(10) « = ßW-2'«'.i-i^"-S 

wobei 

(lOa) V«-fflja-i-2- 



(l-i)i/j(2(»-i) 

die OrSBen (Oji_i bestimmt. Die GfröBen C^xt deren Zosammenhang 
mit den Koeffizienten a,, durch die Relation 

(10b) (2x)l«..-C,..(|/|y'' 
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gegeben wird^ haben die ganzzahligen Werte 

Cj = 1 

ß. = 1 

G, = 7 

Cg = 127 

Cio= 4 369 

Gl, = 243 649 

Ci^- 20 036 983 

Cj.« 2 280 356 863 

Gi8 « . . . 343 141 433 761 

C,o- 65 967 241200 001 

C„ = 15 773 461 423 793 767 

0,4 = 4 591 227 123 230 945 407 

C,e - 1 598 351 733 247 609 852 849 

Cgg = . . . 655 782 249 799 531 714 375 489 
C30 =- 313 160 393 864 973 852 338 669 783 

U. 8. W. 

Die Auswertung der Funktion Ä(r) z. B. nach der Formel (9) 
ist nicht mehr beschwerlich , sobald man einmal die Koeffizienten der 
betreffenden Reihe berechnet hat. Um den Wert (> = ä (J) auf 
10 Dezimalen genau zu bestimmen^ sind 16 Glieder der Reihe zn be- 
rücksichtigen^ während bekanntlich die Berechnung der Basis e der 
natürlichen Logarithmen mit demselben Grad der Genauigkeit nur 
zwei Glieder weniger erfordert. Die Rechnung mit solchen Potenz- 
reihen bietet aber ganz besonders den Vorteil, daß man die Fehler- 
grenzen genau anzugeben im stände ist. Der Wert x ^ q^ welcher der 
Gleichung (2) genügt, bestimmt sich auf diese Weise zu 0,476 9362 762, 
-F<0,5- 10~^^. Th. V. Oppolzer hat — wie oben erwähnt — mit 
Hilfe seiner Tafel die zehnte Stelle nicht genau angeben können; da- 
gegen stimmt der nach unserer Methode gefundene Wert mit demjenigen 
überein, welchen Hr. Burgess berechnet hat: 

Q - 0,476 936 276 204 469 873 383 506; 

jedoch fehlt auch hier die genaue Abschätzung des Fehlers. 

Endlich bleibt noch zu erwähnen, daß bei der Berechnung einer 
Tafel für die Funktion il(t) alle Bequemlichkeiten, welche eine ein- 
fache Potenzreihe dem Rechner darbietet, yon nicht zu unterschätzendem 
Vorteil sind. 

Berlin, im August 1901. 
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Von der Periodizitftt der Kettenbrüclie, in welche sich 
Irrationale zweiten Orades entwickeln lassen. 

Von L. Matthiessen in Rostock. 

über die Verwandlung der irrationalen Wurzeln quadratischer 
Gleichnngen mit rationalen Koeffizienten in periodische Eettepbrüche 
sind bereits früher Ton Serret^) mehrere wichtige Theoreme auf- 
gefimden^ zu denen im folgenden einige neue Sätze hinzugefügt und 
bewiesen werden sollen. 

Eine rationale GröBe^ welche die Form 

a 

hkf und in welcher — D| positiv , jedoch nicht eine Quadratzahl ist, 
heiBt eine Irrationale zweiten Orades. Sie kann als die Wurzel der 
quadratischen Gleichung 

aa^ + 2hx + c^ (a, b, c)lx, 1)* = 

angesehen werden, deren Koeffizienten a, b, c ganze positive oder 
negatire Zahlen sind von der Beschaffenheit , daß die Diskriminante 

5, = ac - 6« 

negativ, also die als positiv vorausgesetzte Größe 

- 5, = 6« - ac = ^ 

kern Tollständiges Quadrat ist. Da es uns nur darauf ankommt, die 
absoluten Werte der Wurzeln in einen Kettenbruch zu verwandeln, so 
gehen wir aus von der allgemeinen Form 

W ^ = ^'^; Ä^E' + DD^,, 

(2) Dx' - 2Ex - 2>^i - 0, 

1) A. Serret: Snr le d^veloppement en fraction continne de la racine quarrte 
d'on nombre entier. Liouville, Joum. Math. 12. 1847. 

— Conrs d'alg^bre sup^rienre. Sect. I. Chap. n. Edit. II. Paris 1864. 

Bottok: Von den Eettenbrüchen und ihrer Anwendung auf die Auflösung 
der Gleichungen zweiten Grades. § 19. Rendsburg 1860. 

Man vergl. auch Legendre: Essai sur la th^rie des nombres. 
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WO Ä, E, D und D-i ganze Zahlen^ E, B und D_i positive oder 
negative Zahlen sind. Da man durch Tätonnement im stände sein wird, 

den größten ganzen Wert von yÄ anzugeben, so erhält man unmittel- 
bar mittels Division des Dividenden E +YÄ durch D die größte ganze 
in X enthaltene Zahl a^y so daß man hat in fortschreitender Entwicklung 

^ = fltft H — =• »o H — u. s. f. 

Dabei nennt man die ganzzahligen Partialnenner a^, a^ . . ., a^ die un- 
vollständigen und die irrationalen Partialnenner x^j x^, . . ., x^ die voll- 
ständigen Quotienten. Aus den Eettenbrüchen folgt 

^ _ ^ (Dao-E)+yÄ _ Jg| + V2 

^ ^1 ( A«i-^ i)+V^ Jg,+V2 



In diesen Quotienten sind E^ und D^ immer ganze Zahlen, i^ie 
sich leicht erweisen läßt Man braucht nur zu zeigen, daß allgeniein 
i)„.i ein Faktor von dem Ausdrucke 

ist. Es war vorausgesetzt 

(3) E^ + DD_^ - Ä. 

Daraus folgt 

Es ist nun weiter 

E{ - D»a8 - 2DEao + I? = - D(2Eai -Dai + D,_,) + A, 

also 

El + D^D^Ä. 

Durch Fortsetzung dieser Ableitungen findet man allgemein 
(5) Ei + D„D„,, = A. 
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Aus (4) und (5) ergibt sich 

(6) i:, + 2>,.,a,.,--B,.,; 

und veiter die Qleichongen der onvollstandigen Quotienten 

(7) I>,_,oI-i - 2E,_^a,_^ - D,_, - - D„ 

(8) (^,-1 - -Eja,.! + D._, - D„ 

und die Gleidmng der Yollstandigen Quotienten 

(9) J),4 - 2E,x, - 2),., - 0. 

Serret macht nun die Bemerkung^ daß die drei ganzen Zahlen 
D,_i, E^, D, keinen von der Einheit verschiedenen gemeinschaftlichen 
Dirisor d enthalten könnten, weil er sonst auf Grund der Gleichungen 
(6) und (8) in rekurrierender Reihenfolge auch ein Divisor der Größen 
D.j, E, B sein, und A den quadratischen Faktor 8^ haben müßte. 
Man könne also von vom herein in dem vorgelegten Ausdrucke 

E+Y'Ä 
X ^— 

diesen Faktor eliminieren. 

Dagegen muß bemerkt werden, daß Fälle vorkommen, in denen 
I? und A den gemeinschaftlichen und quadratischen Divisor D haben, 
welcher iu dem ersten Quotienten x nicht durch Verkleinerung gehoben 
werden darf, wenn die obigen Sätze Geltung behalten sollen. Denn 
sei D =B d^ und allgemein 

8^x^ - a . « j: - t - 0, 

also 

so müßte in dieser abgekürzten Form der Quotient 



1 a — e« 



8 "-1 

eine Ganze sein, was durchaus nicht der Fall ist Dann sei z. B. 

4 + y47 



X 



Dieser Quotient genügt nicht den angegebenen Bedingungen. Es ist 
aber x eine Wurzel der Gleichung 

49rr« - 56a: - 31 « 0, 

ArebiT dar Mathematik und Phjrtik. in. Baihe. V. 4 
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und wenn bei der Eettenbmchentwicklung E^ und D^ immer ganze 
Zahlen bleiben sollen , so muß man ausgehen von der Form 



28-fj/47 . 7« 
^^ 49 ' 

also der quadratische Faktor d^ muß in Ä bleiben. 

Bezeichnen wir die Näherungswerte des Eettenbruches mit 

Po_ Pl ?l ... ?? 
«0^ «i' fft' ' ^J 



so ist bekanntlich 






Die Theoreme; die Serret aufführt, sind die folgenden: 

I. Entwickelt man eine Irrationale zweiten Grades in einen Eetten- 
bruch; so wird von einer bestimmten Stelle an die Reihe der yoII- 
standigen und der unvollständigen Quotienten periodisch. (Lagrange.) 

U. Der Wert eines periodischen Kettenbruches läßt sich durch 
eine Irrationale zweiten örades ausdrücken , d. h. er ist die Wurzel 
einer bestimmten quadratischen Gleichung. 

m. Die beiden Wurzeln einer Gleichung zweiten Grades mit 
rationalen Koeffizienten; welcher ein gegebener periodischer Kettenbruch 
genügt; haben entgegengesetzte Vorzeichen; wenn der Kettenbruch rein 
periodisch ist; sie haben gleiche Vorzeichen; wenn mehrere Glieder der 
Periode vorangehen. 

IV. Entwickelt man die irrationalen Wurzeln einer Gleichung 
zweiten Grades mit ganzen Koeffizienten in KettenbrüchC; so ist die 
Periode der unvollständigen Quotienten des einen die Umkehrung der 
Periode des anderen. 

V. Bildet man für jede der irrationalen Wurzeln einer quadratischen 
Gleichung mit ganzen Koeffizienten die Gleichungen der vollständigen 
Quotienten, so ist die Periode derselben bei beiden die umgekehrte. 

Wir wollen zu diesen Theoremen zwei neue hinzufügen: 

VI. Wenn innerhalb der Periode eines Kettenbmches, weicher durch 
die Entwicklung einer Irrationalen zweiten Grades entsteht, in der 
Gleichung der vollständigen Quotienten (9) 2E^ durch D^ teilbar wird, 
so ist der Quotient gleich, dem unvollständigen Quotienten a^, die Periode 
symmetrisch und a^ der Anfang oder die Mitte derselben. 
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Zum Beweise betrachten wir nur den Fall^ wo die Periode gleich 
im An&ng beginnt. Ist die Anzahl der Tenne n + 1, so ist x^^^ » x 
und wegen der Relation 

Für den letzten Yollstandigen Partialnenner oder Quotienten x^ ist dann 
wie in (9) 

Dy, - 2E,x, - D._i = 0. 

Da wir immer x als positiv und größer als 1 Toraussetzen können^ 
80 ist für den Fall D^ < E^ auch 

Für den Fall 2), > E^ hat man die Ungleichung der positiven Größen 

YEi + D,D,_, >D,- E„ 
oder quadriert 

■22 + -D.D«-! > ^ - 2D,E, + i«, 
also eben&lls 

D,<2E, + D,_,. 
Da aber zugleich 

D,_, < 2E, + D. 

ist^ weü nach dem V. Theorem in der Entwicklung der beiden Wurzeln 
immer zwei Gleichungen 

D.4 - 2E,x, - D,_, - 0, 
D,_,xi' - 2E,x[ - D, = 

zQsammen bestehen^ so ist 

D,D,_, < 2E,D, + Di, 

y2<E, + D,. 
Da nun 

n 

4* 
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ist, Bo wird für den Fall, daß 2E^ ein ganzes Vielfaches Yon D^ ist, 



" D ' « . . 

Wir substituieren diesen Wert in die Oleichung 

D,a^n - 2E,x, - D,_, - 0, 

und die Oleichung kehrt sich um in 
Es wird demnach 

Es läßt sich aber leicht erweisen und folgt auch aus dem Y. Theoreme 
daß, wenn die Substitution 

die obige Gleichung in x^ ergibt, auch die Substitution 

, 1 
^i.+l ^ ««-1 + z — 

die Gleißhung 

D._,icJ+. - 2E,_,x,^, - D,_, - 

zur Folge hat. Es ist demnach 

und die aufeinander folgenden Partialnenner (unvollständige Quotienten) 
bilden die symmetrische Periode 

n 

d. h. die Periode hat ein mittleres Olied. 

Da nun innerhalb einer ganzen Periode zwei Mittelpunkte der 
Symmetrie yorhanden sein müssen und f&r den zweiten dieselben oder 
ähnliche Bedingungen bestehen, wie för den ersten, so gibt es in jeder 
Periode entweder noch eine zweite Gleichung 

D„gl - 2E„x„ - i)„_, - 0, 
für welche 

2^m . 1 .1 

^m "■ ~n ^ X ■" ^m + Z 
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den Anfimg oder das Ende derselben bezeichnet^ oder eine Gleichung, 
welche etcei mittlere Glieder liefert (vergl. das VII. Theorem). 
Wenn demnach eine quadratische Gleichung von der Form 

as^ — amx + c == 
mit irrationalen Wurzeln in einen Eettenbruch verwandelt wird und dabei 



am < Ya^m* — 4ac < am + 2a 

ist, 80 wird die Periode symmetrisch und beginnt mit dem ersten 
Partiahienner, falls die Wurzel x > 1 ist. 

Ist spezieil a » 1, m gerade und gleich 2u, also 

a;' — 2ux + c^O 
und zugleich 

w < Vu* - c < M + 1, 

also c negativ, so ist 

Yu^'-'c = Yä 

irratioiial und der erste Partialnenner ag » 2u, die Periode 

2u, O], a^f . . ., o^y a^y 2ti, a^, a^, .... 

Substituiert man rc — m = y, so wird 

and wenn man die Wurzel yi'= Y-^ ^^ einen Kettenbruch verwandelt, 
die symmetrische Periode der unvollständigen Quotienten: 

u, «1, a,, . . ., «3, a^, 2uy a^, a^, — 

VII. Wenn innerhalb der Periode eines Kettenbruches, welcher durch 
die EnkpuMung der irroMonalen Wwred einer quadratischen Gleichung 
entsteht, D^ gleich D^_i wird, so ist die Periode symmetrisch und besüjst 
2mi gleiche mittlere Glieder und umgekehrt. 

um dies zu beweisen, betrachten wir der Einfachheit wegen nur 
den Fall, wo die Periode gleich vom Anfang beginnt. Dies ist nach 
dem VL Theorem immer der Fall, wenn in der vorgelegten Gleichung 

Da^-2Ex-B,^^0 
2£ ein ganzes Vielfaches von D ist und 

. E < Y^ + I>^i <E+D. 



1 
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Es seien nun drei aufeinander folgende Gleichungen der ToUstandigen 

Quotienten 

2)._,4-i - 2E,_,x,_i - i)._, - 0, 

D, xi -2E, jr, -D,_i = 0, 
D,^,ai^t-2E,^,x,^,-D, -0. 

Unter der Voraussetzung, dafi D^^ D^^i ist, wird sein 

L D, ai_i - 2£?._ia;,_, - D,_, = 0, 

n. D, 4 - 2E, X, - 2), - 0, 

m. D,^.i4+i-2D.^,a!.^.,-D, -0. 

Es läßt sich erweisen, daß 

Es ist nämlich 
also nach I. 

Durch Entwicklung und Ordnung nach Potenzen von x^ ergibt sich 
- (D,al-r - 2E,_,a,_, - D,_,)4 - 2{D,a,., - E,_,)x, - D, - 0, 

und weil diese Oleichung identisch werden muß mit 

D,xl - 2E,x, - 2). - 0, 
so ist 

und 

Man setze nun auch die Relation 

1 






*« + l 



in die Gleichung U. ein, so geht dieselbe unter Berücksichtigung der 



Relationen für D^ und E^ über in 



D,.,4+i - 2E,,,x,^, - D,_, - 0, 
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Da diese Gleichung eine positive Wurzel hat, weil sie identisch ist mit 

80 ist sie auch identisch mit der Gleichung 

woraus folgt 

Man kann nun weiter substituieren 

, 1 

und gelangt in derselben Weise zu den Relationen 

Das ff^mmetrische System der Partialgleichungen nebst den daraus 
hervorgehenden unvollständigen Quotienten ist demnach : 

^« + 2 

u. s. f. u. s. f. 

Die symmetrische Periode hat zwei mittlere Glieder a^_i. 

ZcM^ibeispid: 5a;* - 15a; - 13 - 0. Periode: a„:3, 1,2,2,1,3... 
Dasselbe paßt auch zum Theorem VI. 

Die symmetrische Periode kann übrigens auch ein oder zwei End- 
gKeder haben, z. B. 5a?* — llrc — 5 = 0. 

Die Periode ist: 2, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 2, 2, . . .. 

Wenn D ^ D^_^ und 2£^ ein ganzes Vielfaches von D ist, so sind 
alle unvollständigen Quotienten gleich 2E : D, weil die Periode ein 
mittleres und zugleich 0t4)ei mittlere Glieder haben muß. 

Rostock, 30. Juli 1901. 
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über ein in der Vektor -Analysis auftretendes S3r8teni 
partieller Differentialgleiclinngen I. Ordnnng. 

Von E. Naetsch in Dresden. 

Bekanntlich wird in verschiedenen physikalischen Theorien ge- 
legentlich Yon der Yorstellung Gebraach gemacht, daß nach einem 
bestimmten Gesetze jedem Punkte des Baumes , oder doch wenigstens 
jedem Punkte eines gewissen begrenzten Baumgebietes, eine gerichtete 
Größe — Vektoi^öße, oder kurzweg Vektor — zugeordnet sei, welche 
sich alsdann durch eine von dem betreffenden Punkt ausgehende Strecke 
von bestimmter Bichtung und Länge veranschaulichen läßt. Das Ge- 
setz dieser Zuordnung kann in bequemer Weise analytisch formuliert 
werden, sobald man sich eines rechtwinkligen Koordinatensystems be- 
dient und jeden Punkt durch seine drei Koordinaten x, y, e, die ihm 
zugeordnete Strecke aber durch ihre in die Bichtungen der drei Koor- 
dinatenachsen fallenden Komponenten X, Y, Z fixiert; dann müssen 
vermöge jenes Zuordnungs-Gesetzes X, Y, Z Funktionen von x, y^ s 
sein. Durch Angabe dieser drei Funktionen aber ist offenbar eine ana- 
lytische Darstellung der betreffenden Vektorgröße erreicht. — Andrer- 
seits ist klar, daß auch umgekehrt durch drei gegebene Funktionen 

X (x, y, z) , Y(x, y, z\ Z (x, y, z) 

der drei von einander unabhängigen Veränderlichen x, y, z, welche 
— wenigstens iimerhalb eines gewissen Bereichs — für reelle Werte 
von Xf y, z ebenfalls reelle Werte besitzen, stets eine Vektorgröße be- 
stimmt ist; denn es können ja Xy y, z als Koordinaten eines veränder- 
lichen Baumpunktes, X, Y, Z als die entsprechenden Komponenten 
einer von ihm ausgehenden gerichteten Strecke angesehen werden. 

Diese beiden Prinzipien — die analytische Darstellung einer 
Vektorgröße durch ein System von drei Funktionen dreier Variablen, 
und die Veranschaulichung eines Systems von drei Funktionen dreier 
Variablen durch eine Vektorgröße — bilden die Grundlage der so- 
genannten Vektor -Analysis^), welche, obschon sich ihre Entstehung 

1) Man vergleiche Biemann-Weber: Die partiellen Differentialgleichtm^n 
der mathematigchen Physik, I. Band. — Die hier in Frage konunende Theorie 
wird im 10. Abschnitt (siehe insbesondere die §§ 85, 87 und 94) auseinander- 
gesetzt, durch dessen Lektüre der Verfasser die Anregung zu den nachstehenden 
Betrachtungen erhielt 
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und Entwickelung durchaus unter dem Einfluß physikalischer Theorien 
Tollzogen hat, doch sehr wohl einer rein mathematischen Behandlung 
zaganglich ist und auf manches mathematisch interessante Problem 
f&hrt. Einem solchen Problem sollen die folgenden Zeilen gewidmet sein. 
Dasselbe bietet sich dar, wenn der f&r die Anwendungen der 
Vektor- Analysis wichtige Begriff des Curls eingeführt wird. Unter dem 
Cnrl eines gegebenen Vektors yersteht man einen zweiten Vektor, 
dessen Komponenten 

-P(^;y>A Ö(^,y,^), R{^,y,^) 

mit den Komponenten 

^(^7»^^); Y(^yyy^)y Z{x,y,z) 

des ersteren Vektors durch die Relationen 

p==^_il 0^^--^- B^^--- 

dy dB ' ^ de dx ' dx dy 

zosammenhangen. Nim ist unmittelbar ersichtlich, wie man, sobald 
irgend ein Vektor vorgelegt ist, dessen Curl finden kann; denn die 
Funktionen Py Q, B werden vermöge der obigen Relationen mittels 
bloßer Differentiationen erhalten, sobald die Funktionen X, F, Z ge- 
geben sind. Dagegen ist keineswegs ohne weiteres klar, wie man, 
sobald etwa der Curl eines unbekannten Vektors gegeben ist, diesen 
Vektor selbst ermitteln kann; denn die genannten Relationen bilden, 
wenn die Funktionen P, Q, R gegeben, die Funktionen X, Y, Z aber 
unbekannt sind, ein System partieller Differentialgleichungen I. Ordnung; 
nnd aus dem gleichen Grunde läßt sich auch nicht auf den ersten 
Blick übersehen, unter welchen Bedingungen ein gegebener Vektor 
überhaupt der Curl eines andern Vektors sein kann. Sollen diese beiden 
Fragen beantwortet werden, so ist vielmehr das folgende Problem 
zu losen: 

Welche sMgleich notwendigen und hin/reichenden Bedingungen müssen 
die drei gegebenen Funktionen P (x, y, z), Q (x, y, e), B (x, y, z) erfüUen, 
wenn sich aus den drei partiellen Differentialgleichungen L Ordnung 

dy dz ^ dz dx ^' dx dy 

die drei unbekannten Funktionen X (x, y, z), Y (o:, y, z), Z (a;, y, z) be- 
stimmen lassen sollen? Und tote können, wenn die fraglichen Be- 
dingungen erfüllt sind, die letzteren drei Funktionen gefunden werden? 

Im folgenden soll eine Lösung dieses Problems entwickelt werden, 
welche einerseits die Lehre vom Jacob i sehen Multiplikator, und andrer- 



58 E. Naetsch: 

seits die Theorie des Pf äff sehen Problems in drei Veränderlichen be- 
nutzt.^) Die diesen beiden Gebieten entnommenen Hilfsbetrachtnngen 
sind in Nr. 1 und Nr. 2 enthalten, die eigentliche Lösung des Problems 
wird in Nr. 3 gegeben. 

!• nüf^>€trachtungen <ms der Theorie des Jacohischen MuUiplir 
kators. — Wenn P (x, y, z), Q {x, y, e) und iJ (a:, y, z) drei gegebene 
Funktionen der drei von einander unabhängigen YeränderUchen x, y, 
sind, und unter f eine unbekannte Funktion derselben Veränderlichen 
verstanden wird, so ist die Relation 

eine lineare partielle Differentialgleichung I. Ordnung. Dieselbe hat 
bekanntlich die Eigenschaft, daß stets zwei von einander unabhängige 
Lösungen vorhanden sind, und daß, wenn die beiden Funktionen 

(p (Xy y, z) und t (x, y, z) 

zwei derartige Lösungen sind, jede weitere Lösung sich als bloße 
Funktion von 9 und ^ darstellen lassen muß. Femer muß alsdann, 
wie aus dem Bestehen der beiden identischen Gleichungen 

sofort folgt, ein — im allgemeinen von x, y, z abhängiger — Faktor X 
existieren, welcher so beschaffen ist, daß 





'dfp d'^ dtp d'fp 2 7> 
dy * dz dz dy ^ ^' 


(2) 


dtp dtp dtp dip 1 /) 

dz'dx dx dz'^^'^' 




dg> d'fp dtp dtf). 2 j> 
^dx dy dy dx ~ ' 


und infolgedessen der Ausdruck 




V dx ' ^ dy dz, 



1) In dem vorhin citierten Werke (siehe daselbst § 94) wird das Problem 
zmrückgefOhrt auf die Integration mehrerer partieller Differentialgleichim^en 
n. Ordnimg mit je einer unbekannten Funktion. — Übrigens bedingt die daselbst 
angewandte Methode, dafi die drei Funktionen X, F, Z noch einer vierten 

Differentialgleichmig I. Ordnung, nämlich der Relation -^ 1- -^ 1- -— = 

ex oy z 

Genüge zu leisten haben. 
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gleich der Fonktional-Determinante der drei Funktionen fy 9, ^ wird; 
diesen F&kior il nennt man bekanntlich einen Jacob ischen Multi- 
pUkator der Differentialgleichung (1). Zu zwei von einander unabhängigen 
Losungen einer partiellen Differentialgleichung von der Form (1) ge- 
hört also stets ein bestimmter Jacob i scher Multiplikator dieser Glei- 
chung. Ans den drei Oleichungen (2) folgt die Relation 



dx '^ dy ^ dz "^^ 



welche offenbar auch 

(3) ^-li+^-l^ + ^-^ + ^-Ca^ + al + w)-« 

geschrieben und mithin als eine lineare partielle Differentialgleichung 
I. Ordnung angesehen werden kann^ in welcher X die unbekannte 
Funktion ist. Jeder Jacob ische Multiplikator der partiellen Differential- 
gleichung (1) mufi demnach eine Lösung der partiellen Differential- 
gleichung (3) sein. 

Wir stdlen uns jetzt die Aufgabe zu ermittel/n, ob, resp. unter 
toddien Bedingungen die partielle Differentialgleichung (1) zwei von ein- 
ander unabhängige Lösungen 

0(x,y,z) und V(x,y,z) 

hesitsen kann, wddie so beschaffen sind, daß der ihnen entsprechende 
Jacobische Multiplikator von (1) den Wert 1 besitzt, daß also 



(4) 



dy ' dz dz "dy ~" ' 
a« dV d<^ dV 



dz dx dx dz 
d^ dV d9 dV 






dx dy dy dx 
wird 

In diesem Fall muß der Gleichung (3) durch X = l Genüge ge- 
leistet werden^ und es müssen infolgedessen die Koeffizienten P, Q, B 
unserer Differentialgleichung (1) so beschaffen sein, daß 

(S\ dP dQ dB_^ 

wird. 

Es läßt sich aber zeigen, daß diese notwendige Bedingung auch 
Unrüchend ist, um die Existenz zweier Losungen von der yerlangten 
Beschaffenheit zu ermöglichen. 
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Wenn nämlich die Bedingung (5) erftUlt ist, so reduziert sieh die 
Relation (3) auf die einfachere Gleichung 



ex ^ dy 



dz 



0, 



d. h. es wird l eine Lösung der partiellen Differentialgleichung (1). 
Sind also q> und ^ irgend zwei von einander unabhängige Losungen 
der Differentialgleichung (1)^ und ist X der ihnen entsprechende Jacobi- 
sche Multiplikator der letzteren^ so muß sich l als eine bloße Funktion 
von q) und ^ darstellen lassen. 

Wir sehen demnach^ daß^ wenn die Bedingung (5) erfüllt ist, die 
Gleichungen (2) die Form 



(6) 



dq> 

Sy- 


dfp 

' dz' 


dtp 

dz 


dq> 


dfp 
dx 


dtp 

dx 


dtp 


d^ 


dtp 


dx 


^V 


^y 






erhalten können. 

Um festzustellen, ob unsere Differentialgleichung (1) nunmehr 
zwei Lösimgen O und W haben kann, welche den Gleichungen (4) Ge- 
nüge leisten, bedenken wir zunächst, daß sich 9 und ^ jeden&lls als 
bloße Funktionen von ^ und i^ darstellen lassen müssen, daß also 
notwendig Beziehungen von der Form 



(7) 



9^u(ip,ti>), w=ri<p,i>) 



stattfinden. Ans diesen aber folgen die drei Relationen 



tdtsv a*a«p 



dy dz 


dz dy 


d^d^ 

dz dx 


d^dW 

dx dz 


d^d^ 


d^d^ 



( 

/dtpdfff __ 
\dzdx 



dtp dtp 
dy dz 

dtp dtp 
x 



dx dy dy dx 



\dx dy 



dtpdt^X 
dz dy)^ 

dtp d^\ 
dx dz) ' 

dtpdtp\ 
dy dx) ' 



in denen z/ zur Abkürzung steht für die Funktional-Determinante 

dtp dtp dtp dtp 



Vermöge dieser drei Relationen yerwandeln sich nun die den beiden 
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Funktionen * und V Torgeschriebenen Gleichungen (4) in die 
folgenden: 

'^' Vyde dsdy) ^^' 



^ 



\dxdy dydx)"^^ 



und diesen wird wegen der Relationen (6) dann und nur dann Genüge 
geleistet, wenn ^ • A — 1, wenn also 

,gx düdv düdv 1 



dtp diff dflf dtp Sl(<p^ip) 
ist 

Hieraus aber folgt sofort, daß die oben aufgestellte Bedingung 
— das Bestehen der Relation (5) — nicht bloß notwendig^ sondern 
anch hinreichend ist. 

In der Tat, sobald die genannte Bedingung erfüllt ist, und zu- 
nächst irgend zwei von einander unabhängige Lösungen tp und ^ der 
Differentialgleichung (1) gefunden sind, so werden jedenfalls drei Rela- 
tionen Yon der Form (6) bestehen. Berechnet man aus diesen die 
Funkbon Sl {% ^), so hat man noch zwei weitere Funktionen ü {% tji) 
und V (9>; iji) derart zu bestimmen, daß sie der Bedingungsgleichung (8) 
Genüge leisten^); diese Funktionen gehen — durch x, y, z ausgedrückt — 
in zwei Losungen (x, y, e) und W (x, y, z) der Differentialgleichung (1) 
über, welche die Torgeschriebenen Gleichungen (4) befriedigen. 

Es gilt hiemach der folgende 

Lehrsatz. „Damit sich zwei Funktionen 9 (x^ y, z) und W (x, y, z) 
bestimmen lassen, todche den drei Gleichungen 



W 



d^dW d^dV p, V 



1) Zwei derartige Funktionen kann man auf anendlich viele Arten ermitteln; 
man biancht nur die eine Funktion — etwa V {ip, fp) — willktlrlich anssunehmen, 
dann erscheint nnare Bedingungsgleichung (8) als eine lineare partielle Differential- 
gleichnng L Ordnung mit der unbekannten Funktion U (9, 'V'), und man hat mit- 
hin als zweite Funktion irgend eine Lösung dieser Differentialgleichung zu 
nehmen^ 
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Genüge leisten, in denen P, Q und R gegebene FunkHanen von Xy y, e 
sind, ist notwendig, aber auch hinreichend, daß 

W dx^ dy^ dz -^ 

wird. — Die Funktionen O und W können, sobald diese Bedingung er- 
fuUt ist, gefunden werden als stwei Lösungen der partiellen Differential- 
gleichung 

weiche von einander unabhängig und überdies so beschaffen sind, daß 
der entsprechende Jacobische MüUiplikalor dieser Differentialgleichung 
den Wert 1 besitzt,'' 

Anmerkung. Wenn man zunächst irgend zwei den Gleichungen (4) 
Genüge leistende Funktionen <b^ {x, y, z) und V^ (x, y, z) gefunden hat, 
so kann man die allgemeinsten derartigen Funktionen {x, y, z) und 
^ (x, y, z) dadurch erhalten, daß man 

«-^(«o,3'o), y=5(«o,5'o) 

setzt und hierbei die beiden Funktionen A und B in allgemeinster 
Weise derart wählt, daß 

dÄ dB dÄ dB 



a*« ow, d^, a*« 



1 



wird. Um letzteres zu erreichen, kann man sich eines von Herrn Grave^) 
angegebenen Kunstgriffs bedienen, welcher es ermöglicht, die Funktionen 
Ä und B durch sogenannte ausfahrbare Operationen, d. h. ohne irgend 
welche Integration zu bilden. 

2. Hüfssätze aus der Theorie des Pf äff sehen Problems. — Wona 
X {x, y, z), Y (x, y, z) und Z (x, y, z) drei gegebene Funktionen der drei 
Yon einander unabhängigen Veränderlichen x, y, z sind, so nennt man 
bekanntlich den Ausdruck 

(1) X (x, y, z)'dx+ Y{x, y,z)'dy + Z {x, y, z) • dz 

einen Pfaff sehen Differential-^Ausdruck oder kurz einen Pfaffschen 
Ausdruck in den drei Veränderlichen x, y, z. Für einen derartigen Aus- 
druck aber gelten, wie in der Theorie des Pfaffschen Problems gezeigt 
wird, die folgenden drei Sätze: 



1) Journal de Math^matiqnes ptires et appliqn^es, 1896. Vergleiche hierzu 
auch Scheffers: Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie 
I. Band, Seite 121 ff. 
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I. Wenn 

{9\ ?^ 8^ r\ ^^ ^^ (\ d Y dX ^ 

^ ^ dy de ^ dz dx ' dx dy 

ist, so kann der Pfaffsche Ausdruck (1) stets auf die Form 

dV(x,y,g) 

gebracht werden^ d. h. es läBt sich eine Funktion V von x,y,0 be- 
stimmen, welche so beschaffen ist, daß 

(I) X'dx+ Y'dy + Z'd0 = dVy 

daß also 

X = — r=— Z-^ — 

dx ^ dy ^ '"dz 

wird. 

n. Wenn zwar nicht die Bedingungen (2) erfüllt sind, aber doch 
die Relation 

besteht, so kann der Pfaffsche Ausdruck (1) stets auf die Form 

gebracht werden, d. h. es lassen sich zwei Funktionen Q> und W von 
t^^^z bestimmen, welche so beschaffen sind, daß 

(n) X'dX'\'Y^dy^Z'dz^<b'd^, 

daß also 

X=0'^—. Y—O-^-j Z=0'-^- 

cx ^ dy ^ dz 

wird. 

in. Wenn weder die Bedingungen (2) erfüllt sind, noch die Rela- 
tion (3) stattfindet, so kann der Pfaffsche Ausdruck (1) stets auf 
die Form 

dF{x, yyZ) + 9 (x, y, e) - dV{x, y, e) 

gebracht werden, d. h. es lassen sich drei Funktionen F, und W von 
^,y;£r bestimmen, welche so beschaffen sind, daß 

P) X'dx+ Ydy + Z'de~dF+OdW, 

daß also 

(in») x-|^+<&^ r^i^+*^ z-^+*^ 

y^ ) -^ - dx^^ dx' dy^^dy' ^ - dz ^ ^ dz 

wird. 
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Nun übersieht man sofort^ daß die unter I. und 11. gegebenen 
Darstellungen unsres Pf äff sehen Ausdrucks (1) als spezielle Fälle der 
unter in. gegebenen Darstellung angesehen werden können. Infolge 
dieses ümstandes ergeben die drei soeben angeführten Sätze den 

Lehrsatz: „Sind X^ Y, Z irgend drei Funktionen von x, y, js, so 
existieren stets drei weitere Funktionen F^ 0, V von x, y, Zy welche so 
beschaffen sind, daß 

(III) X'dx+ Y'dy + Z'dez^dF+ ^dV, 

daß also 

(ni*) X^-^- + 9-^-, F=^--+*-5— , Z=-^ + 0-^- 

^ ^ dx ^ ax^ cy oy ' de de 

wird" 

Anmerkung. Wenn die Funktionen X, T, Z gegeben sind^ können 
die Funktionen F, 4>, ^ durch Integration gewisser Differentialglei- 
chnngen ermittelt werden, sind aber keineswegs eindeutig bestimmt. 
Wenn hingegen die Funktionen F, 0, IP* gegeben sind, so können^ wie 
der Anblick der Gleichungen (IQ*) sofort lehrt, die Funktionen X, Y, Z 
mittels bloßer Differentiationen erhalten werden und sind überdies ein- 
deutig bestimmt. — Beim Pf äff sehen Problem liegt der erste Fall 
Tor^ fSr unsere Zwecke kommt allein der zweite Fall in Betracht. 

3* Losung des gestellten Problems. — Wir wenden uns nunmehr 
zu der in der Einleitung gestellten Aufgabe: Drei Funktionen XyY,Z 
der drei von einander unabhängigen Veränderlichen x, y, z zu ermitteln, 
welche mit den drei gegebenen Fimktionen P, Q, iZ dieser drei Veränder- 
lichen durch die drei partiellen Differentialgleichungen I. Ordnung 

,y\ dZ d Y p dX dZ ^ d Y dX p 

v^'' äy""ä7"~^' W^ä^"^^' Jx Jy" 

zusammenhängen; und festzustellen, unter welchen Bedingungen Funk- 
tionen der verlangten Art überhaupt existieren können. 

Zur Erledigung dieser Aufgabe schlagen wir einen TJmweg ein. 
Wir bedenken, daß, wenn drei Funktionen X, Y^ Z von der gewünschten 
Beschaffenheit vorhanden sind, zufolge der in Nr. 2 wiedergegebenen 
Theorie jedenfalls drei Funktionen F, 4>, V existieren müssen, welche 
mit jenen durch die Relationen 

(2) x=|^+*|^, r=|^+*|?^, z=|^+*|?: 

^ ^ dx ' dx ' dy dy ^ de de 

verbunden sind; und wir suchen nunmehr nicht direkt die Funktionen 
X, Y, Zy sondern vielmehr erst die Funktionen F, *, W zu ermitteln; 
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aus den letzteren erhalten wir dann die ersteren yermöge der Relar 
tionen (2) eindeutig dnrch blofie Differentiationen. 

Nun folgen ans den Relationen (2) sofort die weiteren Beziehungen 

,dz dY a* dv a* dv 



(3) 



dy ds dy de dn dy ' 

dx dz ^d9 ay a* dw 

de dx de dx dx de ' 

dY dx a* ay a* dw 



dx dy dx dy dy dx ' 

und diese zeigen, daß die vorgelegten Differentialgleichungen (1) ersetzt 
werden können durch die drei Gleichungen 

,a* dv a* ay 



(4) 



dy de de dy 

d±dV_d^ dV 

de ' dx dx ' de 

a* ?^_i* dv 

^cx dy dy dx 






-2J. 



SoUen also die Funktionen X, Y, Z den Differentialgleichungen {!) 
Genüge leisteuj so müssen du/rch die Funktionen F, O, ^ die Gleichungen (4) 
befriedigt werden. 

Dieses Ergebnis laßt sich aber umkehren: 

Sobald die Funktionen Fy O, !F den Gleichungen (4) Genüge leisten, 
80 werden — wegen der aus den Relationen (2) folgenden Be- 
riehungen (3) — durch die Funktionen X, F, Z die vorgelegten Differen- 
tialj^eidiungen (1) identisch erfüllt 

Die Gleichungen (4) sind hiernach den ursprünglichen Gleichungen (1) 
roUig äquivalent; es ist mithin das Problem, die Funktionen X, Y, Z 
aus den Differentialgleichungen (1) zu bestimmen, zurückgefELhrt auf 
das Problem, die Funktionen F, O, V aus den Gleichungen (4) zu be- 
fltunmen. 

Nun jßllt sofort ins Auge, daß die Gleichungen (4) nur die beiden 
Funktionen O und V, nicht aber auch die Funktion F enthalten. Hieraus 
folgt die Bemerkung: 

Hat man die beiden Funktionen und V so bestimmt, daß den 
Gleichungen (4) Genüge geschieht^ so kann die Funktion F ganss unU- 
hirlieh angenommen werden] die Formeln (2) liefern alsdann stets drei 
den Differentialgleichungen (1) Genüge leistende Funktionen X, Y, Z. 

Denmach ist das Problem, die Funktionen X F, Z zu finden, 
Tollig zurückgeführt auf die Aufgabe, zwei Funktionen <ß und W der 

AnUt der MAihematik und PhyiUc. m. Beibe. Y. 5 
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drei Veränderlichen x, y, z zu ermitteln^ welche den drei Gleichungen (4) 
Oenüge leisten. 

Diese Aufgabe aber haben wir in Nr. 1 eingehend behandelt. 
Dunut sie lösbar sei^ ist notwendig und hinreichend, daß 

W dx^ dy^ dz ^ 

wird; and wenn diese Bedingung erfüllt ist, so können 4> und W ge- 
funden werden als zwei Lösungen der partiellen Differentialgleichung 

(6) P-ji + ^i-w-y + ^-r.^-^' 

welche von einander unabhängig und so beschaffen sind, daß der ent- 
sprechende Jacob i sehe Multiplikator dieser Differentialgleichung den 
Wert 1 besitzt. 

Somit erhalten wir als Gesamtei^ebnis unserer Betrachtungen den 
folgenden 

Lehrsatz: ,,Sind die drei Funktionen P (x^ y, z), Q (Xy y, z), R (x, y, e) 
gegd)€n, so können aus den drei partiellen Differentialgleichungen 
L Ordnung 

^^^ dy dz ~ ' dz dx^^^ dx dy " 

die drei unbekannten Funktionen X (Xj y, z), Y (x, y, z), Z (x, y, z) dann, 
aber auch nur dann bestimmt werden, wenn zwischen den Funktionen 
P, Q, R die identische Gleichung 

^^ dx^ dy^ dz "^ 

besteht. Ist diese Bedingung erfüUt, so läßt sich ein jedes den Differential- 
gleichungen (1) Genüge leistende System von Funktionen X, F, Z dar- 
stellen durch drei Formeln von der Form 

(2) X=^^+<&^^' F=^+*^ z=^+0^^ 
^^^ ^ dx^ ^ dx' ^ dy ^ ^ dy' dz ^ ^ dz ' 

in denen F eine beliebige Funkti<m von x, y, z sein kann, während 
und ^ zwei Lösungen der partiellen Differentialgleichung L Ordnung 

(6) ^-li + ^-g + ^-li'O 

sein müssen von solcher Beschaffentieit, daß der ihnen entsprechende 
Jacobische Multiplikalor dieser. Differentialgleichung den Wert 1 
besitzt," 
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Anmerkung. Wird das Problem in der Weise modifiziert^ daß die 
drei anbekannten Ftmktionen X, Y, Z nicht bloß den drei Differential- 
gleichungen (1) zu genügen haben, sondern auch noch der Bedingung 

dx dy dz 

unterworfen werden (vergl. die Fußnote Seite 58), so kann der zu 
ihrer Ermittelung TOi^schlagene Weg im großen ganzen beibehalten 
werden; die Funktionen 9 und ^ können genau ebenso gefunden 
werden, wie im obigen Lehrsatz angegeben wurde, die Funktion F 
aber, welche vorhin YÖllig willkürlich blieb, hat diesmal der partiellen 
Differentialgleichung 11. Ordnung 

dx* ^ dy* ^ dz* ^ dxV^ dx)^ dyV^ dy)^ dz \^ dz) 

Genüge zu leisten. 

Dresden, den 8. Januar 1902. 



On the Remainders of the Nnmbers of Triangle of Pascal 

with respect to a Prime Nnmber. 

By T. Hatashi, Matsuyama (Japan). 

The method by which Prof. E. Hensel has generalized the 
theorems of Fermat and Wilson in this Archiv, (3) 1, 319—322, 
may be also used to establish some theorems relating to the remainders 
of the numbers of triangle of Pascal with respect to a prime number. 
The first of the foUowing results may be regarded as a generalization 
ofthose theorems enunciated by Lucas in his Theorie des nombres, p. 420. 

Let j> be a prime number; then, if g be a positive integer less 
than p, 

Hence, as it is well known, 

(x+iy = af+l (mod. p). 

Now let j? = ft + V, where /*, v are any positive integers, not 
exciuding zero. Then 

6* 



1 
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wlience 

af(x+iy = (pf+i)'Xf'(x+ l)-'* (mocLi>). 

Expanding both sides of thifl congruence by ihe binomial theorem and 
considering ihat p is odd, we get 

-^-K]--»+[f]-'-*-[?>'-+---+[,^x> 

-([;]-M+(UJ-K]i^-' 



where 



and 



0- 



r(r~l)(r~2)...(r-8+l) 
r(f + l)(r + 2).-.(r + g-l) 



Therefore, comparing the coefficients of the eqnal powers of x on both 
sides of this congruence , we obtain the following congmences: 

[.']— (I). [.;.]-». [;]-'. 
[.']—(:). [4.]=»' [,;.]-[.']=+(:) 



(mod. p). 



All these relations can be replaced by a yery general congruence 

[?]-(-!)'• (0 (-°<^^)' 

where l^ is the smallest positive remainder of l modulo p. In fact^ 
the first column of the sytem aboye follows immediately^ if we put 
Z » Iq » 1; 2, 3^ • • -^ i;; and the second column also follows, if we put 

1=»Iq^v ^ly V + 2y ' - ', p — 1, since \Jj must be zero for l^ > v; 
and so on. Thus: 

If p be an odd prime mmbery and p^ [1 + v, fhe nutnber of com- 
binaMons of ii dements toith repetition täken l at a time is congruent to the 
mmher of combinations ofv dements without repetition taJeen Iq ata time tciffi 
sign (— 1)*», modviop, where l^isfhe least positive remainder ofl modulo p. 
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Since . , 

the congruence may be transfonned into 

This 18 a generalized form of the iheorems enunciated by Lucas, 
loc. cit.; becanse ihe theorems can be obtained from this by putting 
J = V, V— 1, V — 2, • • •. 

Next, let jp be a prime number and p'^ fi — v, where [i, v are 
also any positive integere. Tben 

xP . a?" (a; + 1)-* = (x^ + 1) . xf'X^ + 1)-^ (mod. p). 
Expanding both sides of this congruence, we get 

'iJ ^LiJ' U + iJ ^U + iJ +LiJ' Up+iJ^Lap + iJ + Lp + iJ + LiJ' 

i.2J "L2J' Lp + sJ =U + 2J "'"12]^ L2p + 2j = L2p + 2j + Lp + 2j + L2J' 

g»-iJ~Lp-iJ^ L2p — lJ^L2p — lJ"'"Lp — ij' 

These are also contained in a yery general congruence 

[?]=2'[.-J e»«*")' 

r— 1 

if we understand that 1*1 =« when r < and 1^1 — 1. Thus: 

If p he a prime integer^ and jp =» ft — v, fhe number of cambinations 
\ of fi dements taJcen l cd a time unth repeHüon is congnumt to the swn 
cf ihe nunibers of combinations of v elements taJcen l, l —p, l — 2 p, - • • 
ot a time tvüh repetition modtdo jp. 

This may be transformed into 

Also, when p ^ 11 — v, we can start from the congruence 

{x + i)f' = (xp + i)(x + ly 

and obtain another result. 

Matsuyama, Japan, September 15, 1901. 
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Über einige elementare Grundgedanken der Nomograplüe. 

Von M. d'Ocagnb in Paris. 

Die grundlegenden Gedanken der Nomographie^ wie sie am ein- 
fachsten bei der zahlenmäßig bezeichneten Darstellung von Gleichungen 
mit 3 und 4 Variablen zum Ausdruck kommen, können schon in den 
elementaren Lehrbüchern der analytischen Geometrie unter den An- 
wendungen Platz finden.^) In diesem Sinne geben wir hier einen kurzen 
Abriß, verweisen aber bezüglich der allgemeinen Theorie auf das Lehr- 
buch*), wo wir den Gegenstand nicht allein bei Gleichungen mit 
3 und 4 Variablen — wie sie in der Praxis weitaus am häufigsten 
vorkommen — sondern auch bei Gleichungen mit beliebig vielen Variablen 
in breiter Ausführlichkeit behandelt haben. 

L Systeme kotierter Elemente. 

1. Elemente mit einer Kote. — Wenn man auf einer Ebene ein 
System geometrischer Elemente, das von einem Parameter abhängt, 
darstellt und an jedes Element diejenige Zahlenbezeichnung schreibt, 
die dem zugehörigen Werte des Parameters gleich ist, dann erhält 
man ein System von Eletnenten mit einer Kote, Diese Elemente können 
entweder in Punktkoordinaten durch eine Gleichung von der Form 
F {x, y; «) = oder in Linienkoordinaten durch eine Gleichung von 
der Gestalt F (u^ v; a) = definiert werden. 

Sie sollen die Elemente (a) heißen. Es ist klar, daß man diese 
Elemente in der Praxis nur für einige Werte von a — besonders für 
solche, die eine arithmetische Reihe bilden — wirklich darstellen wird, 

1) O^ber die Zweckmäßigkeit einer solchen Einführung vergl. die Bemerkung 
von J. Tannery in seiner Analyse des unten genannten Traitd. (Bull, des Sc. 
math. (2) XXin, p. 176). 

2) Traitd de Nomographie (Paris, Gauthier- Villars; 1899). Dieses Werk soll 
im folgenden durch die Buchstaben T. N. bezeichnet werden. In deutscher Sprache 
hat Hr. F. Schilling einen Auszug daraus unter dem Titel: Über die Nomo- 
graphie von M. d'Ocagne (Leipzig, Teubner 19u0) erscheinen lassen. 

[Wir bieten hier den Lesern, welche sich über Wesen und Ziele der Xomo- 
graphie schnell eine Vorstellung bilden wollen, die Übersetzung der Abhandlung 
„Sur quelques principes äl^mentaires de nomographie", welche aus der Feder des 
Hauptvertreters der Nomographie stammt und im Bull, des sc. math. (2) 24, 1900 
erschienen ist. Herr Fürle war so liebenswürdig, die Übersetzung zu übernehmen, 
wofür ihm die Redaktion auch an dieser Stelle den verbindlichsten Dank ausspricht. 

Die Bed.] 
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und selbst dann noch bloß innerhalb gewisser Grenzen, welche durch 
die Bedürfiiisse des beabsichtigten Gebrauches bestimmt sind. 

Die Punktkoordinaten x, y sind fast durchweg kartesische 
rechtwinklige Koordinaten, die Linienkoordinaten Uj v Parallel- 
koordinaten ^), die für die hier vorliegenden Zwecke eine erheblich 
bequemere Anwendung als die Plücker sehen Koordinaten gestatten. 
Die einfachsten Systeme Yon Elementen mit einer Kote erhält man, 
wenn man die Gleichung i^ = als linear m x, y oder in t^, t; an- 
ninmit. Im ersten Falle erhält man ein System yon Geraden mit einer 
Kokf welche Tangenten einer Kurve, ihrer sogenannten Enveloppe, sind; 
im zweiten Falle ein System von Punkten mit eitler Kote, die auf einer 
Linie, ihrem Träger, verteUt sind. 

Die Enveloppe schrumpft zu einem Punkte zusammen, oder der 

Trager wird eine Gerade, wenn a bloß in einer gewissen Verbindung 

Yorkommt, für welche die Gleichung F ^0 linear ist, d. h. wenn F 

die Form hat: 

F, + na)F,-.0, 

worin F^ und F^ lineare Funktionen von x, y oder m, v allein sind. 
Ein System von Punkten mit einer Bezeichnung nennt man je nach 
der Natur des Trägers eine gerade oder eine krumme Skala, 

2. Punkte mit 2 Koten. — Ein System geometrischer Elemente 
mit 2 Parametern wird auch ein System von Elementen mit 2 Koten 
geben, wenn sich die Elemente in gewisser Weise in der Ebene dar- 

1) Wir haben 1884 in den ^Nouvelles Annales diesen Koordinaten eine ein- 
gehende Studie gewidmet, die dann in unserer Broschüre Coordonn^es paralleles 
et axiales (Paris, Ganthier-Yillars 1885) wieder abgedruckt ist; inzwischen hatte 
Hr. E. Schwering über denselben Gegenstand seine Broschüre: Theorie und An- 
wendung der Linien koordinaten, (Leipzig, Tenbner 1884) veröffentlicht. Bezüglich 
dessen, was für die nomographischen Anwendungen unentbehrlich ist, siehe T. N. 
Seite 126. 

[In Bezug auf das Auftreten der Parallelkoordinaten findet man folgende, 
die Torstehenden Angaben des Herrn d'Ocagne ergänzenden Notizen in dem 
Aufsätze: „Die Unverzagt sehen Linienkoordinaten. Ein Beitrag zur Geschichte 
der analytischen Geometrie*' von F. Budio. (Festschrift für Moritz Gantor. 
Leipzig, B. G. Teubner, 1899, S. 385 — 397). Die Parallelkoordinaten sind erwähnt 
von Chasles in der Correspondance de Quetelet 6, 81 (1829). Systematisch 
durchgearbeitet und im Unterricht verwendet wurden sie von Unverzagt; vergl. 
seine Programmabhandlung: „Über ein einfaches Koordinatensystem der Geraden". 
Wiesbaden, 1871. Darauf folgten die Schweringschen Schriften: „Über ein 
neues Koordinatensystem** (1^74), „Über ein besonderes Linienkoordinatensystem**, 
Zeitschr. für Math. u. Phys. 21, 1876; außerdem seine Progr. Abhdl. des Gymn. 
in Brilon. Die Bed.] 
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BteUen lassen. Eine solche Darstellung wird aber allgemein nicht 
mögUch sein/ wie man sieh leicht durch folgende Betrachtung über- 
zeugen kann: Wenn man dem einen Parameter einen festen Wert 
gibt, den andern aber sich ändern laßt, so erhält man ein in der 
Ebene darstellbares System Ton Elementen mit einer Kote; wenn man 
aber auch diejenigen Systeme aufeeichnet^ die den verschiedenen Werten 
des ersten Parameters entsprechen, so werden diese verschiedenen über 
einander gelagerten Systeme ein durchaus unentwirrbares Durcheinander 
hervorrufen, mit eineiiger Ausnahme der jetzt zu betrachtenden Fälle. 

Wenn zunächst die Elemente, um die es sich handelt, Punkte 
sind, so wird jedes der eben betrachteten Elemente mit einer Kote 
nur Punkte umfassen, die auf einem gewissen Träger liegen; die den 
Werten des ersten Parameters entsprechenden verschiedenen Tmger 
können daher auf einer und derselben Ebene neben einander bestehen, 
und hieraus folgt die Möglichkeit, Punkte mit 2 Koten zu kon- 
struieren. 

Es stelle tt/'(a, «') + vq>{ay a) -|- ^(a, «') = die Gleichung dieser 
Punkte in Linienkoordinaten dar. Je nachdem man dem einen der 
Parameter a^ a einen festen Wert gibt und den anderen sich ändern 
läßt, erhält man Punkte, die entweder auf einer Linie (a) oder einer 
Linie {a') liegen. Diese beiden Liniensysteme (a), (a') büden ein 
NetZj wobei der Punkt (a, a) sich im Schnittpunkte der Linien (a), 
(«') befindet. 

3. Verdichtete Linien mit 2 Koten. — Wenn die Elemente a, a' 
nicht mehr Punkte, sondern Linien sind, so können sie in derselben 
Ebene nur in dem Falle neben einander bestehen, wo die Systeme von 
Elementen mit einer Eote, welche den verschiedenen Werten eines 
der beiden Parameter entsprechen, zusammenfallen, abgesehen von den 
Koten. Dies tritt nur dann ein, wenn in der Gleichung, welche die 
betrachteten Elemente definiert, die Parameter a, a unter einem und 
demselben Funktionszeichen vereinigt werden können, d. h. wenn diese 
Gleichung von der Form ist: 

Denn alle Elemente (a, ix^, die denjenigen Wertepaaren (a, a) ent- 
sprechen, für welche die Funktion (a, a) einen und denselben Wert t 
besitzt, fallen dann zusammen, und die Gesamtheit aller Elemente 
(«, a) schrumpft zusammen zu einem System von Elementen mit 
einer Eote t, wobei jedes der Elemente t einer unbegrenzten Menge 
von Wertepaaren a, a' entspricht. Die Elemente (a, a) heißen dann 
verdichtet in den Elementen t 
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Wie kann man mm in diesem Falle die renchiedeDen Wertepaare 
der Panuneter a, a', die jedem Element t entaprechen, darstdlen? Dnrch 
folgendes Verfahren geht das sehr einfach: 

Durch die Kurvenechar, welche durch die Gleichung') F (x, y; f) = 
definiert ist, lege man eine ganz beliebige KnrvenschaF, die ron einem 
der beiden Parameter, beispielaweiBe von a, genüB einer willkfirlicfaen 
ßleichnng 91 {x, y; «) — abhängen möge. Wenn wir jetzt fOr a einen 
bestimmten Wert fesü^^n and alle zusammengehörigen Wertepaare «, t 
betrachten, die ans der Gleichung $ (a, tt') = t folgen, ao sehen wir, daß 
die Schnittpimkte der zusammengehörigen Kurren («), (t) auf einer Karre 
liegen, deren Gleichung <i {x, y; a) = 
durch Elimination von a, t aus den drei "' 
angeechnebenen Gleichungen herror- 
^ht, und die mit dem fDr a' ge- 
wählten Werte zu bezeichnen sein 
wird. Wenn man diesen "Wert a' 
sich ändern läfit, behält man eine 

KnrrenBchar (0:'), die durch die letzte 1 

Gleichung bestimmt ist, und die in w 

Verbindung mit der willkürlich ge- 
wählten KuireiiBchar (a) die ver- 
schiedenen Paare von Eoten angibt, die den Kurven der Schar zu- 
kommen. (Figur 1.) 

Die Gesamtheit der Scharen (a), (a) bildet dann ein Netz, welches 
das Neig äer Koten der Schar (t) genannt werden kann; und man sieht 
ein, daß jedem verdkMeten Elemente t je zwei Koten für aUe PwMÄfe 
de$ Nettes (a, a"), durch todche dieses Element geht, zukommen. 

Wenn die verdichteten Elemente {t) parallele Gerade sind, so stellt 
ihre Gesamtheit zasammen mit dem Netz von Koten eine sogenannte 
}märe Skala dar. 

4. Gerade mit 2 Koten. Doppelte ümhiälungshtrven. — Die bisher 
untersuchten Elemente sind die einzigen, welche einer ständigen Dar- 
stellung in der Ebene iahig sind; dagegen gestattet die EinfShrang 
beweglicher Sjstäme, das Feld der bei der Herstellung der Tomo- 
gramme (Bechenblätter) verwendbaren Elemente zu erweitern. Man 
sieht nämlich ein, daß in gewissen Fällen die Elemente eines Systems 
mit 2 Koten dadurch erhalten werden können, daß man entweder eine 
einzelne auf einer bew^lichen Ebene angezeichnete Linie Über die 

1) Wenn es dch um Elemente handelt, die in Linienkoordinaten gegeben 
nnd, so kann man für die LOaong eteta ihre Gleichung in Punktkoordinaten 
nehmen, die sich in bekannter Weiee ans der Berflh'UDgHgleichnng ergibt. 
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feste Ebene hinweg gemäß zwei Parametern yerschiebt^ oder daB man 
eine ganze Eurvenschar, die auf einer solchen yerlegbaren Ebene auf- 
gezeichnet ist, gemäß einem Parameter bewegt. Wenn wir uns auf 
den einfachsten und zugleich aus praktischen Rücksichten inter- 
essantesten Fall beschranken y daß die Elemente mit zwei Koten 
Oerade sind, so ist klar, daß man sie alle yermittelst einer beweglichen 
Geraden erzeugen kann. Die ganze Frage kommt darauf hinaus, die 
Lage dieser Geraden f&r ein gegebenes Wertepaar der entsprechenden 
Parameter zu bestimmen. Es sei 

xfia, a') + yq> (a, a') + ^ (a, a) « 
die Gleichung einer Geraden mit zwei Koten. Wenn man dem a 
einen festen Wert gibt, aber a sich ändern läßt, so erhält man 
für die entsprechenden Geraden eine ümhüllungskurre, die durch 
den gewählten Wert von a bezeichnet werden kann. Lassen wir jetzt 
diesen Wert sich ändern, so erhalten wir eine Schar von Umhüllungs- 
kurven (a). In derselben Weise wollen wir 'eine Schar von ümhüllungs- 
kurven («') definieren. Die Gerade mit den beiden Koten («,«') unrd 
dann gemeinsame Tangente für beide UmhitUungshurven a, «'. 

Man sieht, daß diese Bestimmung einer Geraden mit zwei 
Koten genau derjenigen entspricht, die wir in Nr. 2 bei Punkten mit 
zwei Koten betrachtet haben. Indessen ist hier die Gerade (a, a') 
nicht ständig auf dem Blatte der Zeichnung vorhanden, wie es bei dem 
Punkte (a, a) der Fall war. Die Gerade ist durch ihre beiden Um- 
hüllungskurven {a), {a') definiert; und jedesmal, wenn man sie braucht, 
muß man an diese beiden Kurven eine gemeinsame Tangente legen, 
die aus einer auf einem durchsichtigen Stoffe hergestellten Geraden oder 
aus einem gespannten Faden bestehen kann. 

Von vornherein ist leicht ersichtlich, daß die Darst^ellungsweisen, 
die sich auf die Verwendung von selbständigen Elementen mit zwei 
Koten gründen [die in der Praxis im allgemeinen nur Punkte (Nr. 2) 
oder Gerade (Nr. 4) sein werden], eine größere Allgemeinheit besitzen 
als diejenigen, welche nur verdichtete Elemente zulassen. 

IL Typen von Nomogrammen mit drei und vier Variablen. 

6. Punklr-Nomogramme mit drei VariaMen. — Die einfachste Lagen- 
beziehung zwischen drei in dem Punktgebiete definierten Linien besteht 
darin, daß sie durch den nämlichen Punkt gehen. Hieraus entsteht 
der allgemeinste Typus von Punkt -Nomogranunen mit drei Variablen 
(Figur 2). Es mögen die drei Scharen von Linien mit einer Kote 
durch die drei Gleichungen definiert sein: 
(1) F, (x, y; a,) = 0; (2) F, (x, y; «,) = 0; (3) F, {x, y; «,) - 0. 
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Wenn man ans diesen LiDienBchoren je eine Linie heransnimmt, und 

wenn diese drei Linien durch denselben Punkt gehen, 30 sind ihre zu- 

Bummengehörigen Koten durch die Gleichung 

(B) »(«„«„«.)-0 

Terbnnden, die man erluilt, wenn man x, y aus den drei zuBammen- 

gehörigen Gleichungen eliminiert 

Jede Gleichung zwiacben drei Variableu kann so auf zahllose Arten 
dargestellt werden. Man erkennt lümlich, daB man, wenn die letzte 
Gleichung gegeben ist, zwei der vor- 
aofgehenden, (1) und (2) z. 6., will- 
k&rlich wählen kann; die dritte folgt 
dann aus (1), (2) und {E) durch Eli- 
mination Ton a^ und a^. 

Insbesondere Trunn man inmier 
zwei der kotierten Scharen durch (Ge- 
rade, am allerein facheten durch die 
Geraden x = a^,y = a^ darstellen. Sie j 
bestimmen dann ein regelmüBiges 
Oitter, welches die Kurven (a,) durch- 
qaerea. In der Praxis ist die Wahl 
der ersten beiden Scharen der Bedin- 
gung unterworfen, daß man nach Aus- ' "> 
fahrung der genannten Elimination auf ^' '' 
eine dritte retüe Schar gefQbrt werden 

moB, und daB man bei dieser Wahl immer darauf bedacht ist, die ein- 
&ch8tmöglichen kotierten Linien der drei Scharen zu erhalten. Das ist 
ja gerade einer der hauptsächlichsten Gesichtspunkte der Nomographie. 
Insbesondere ist klar, daS man sich die Gelegenheit, wo man sich auf 
alleinige Anwendung von kotierten Geraden beschränken kann, nicht 
en^hen lassen wird. Nichts aber ist leichter als den allgemeinen 
Typus der Gleichungen zu bilden, die sich durch drei Scharen von 
Geraden mit einer Kote darstellen lassen. Nämlich die obigen Olei- 
cliiiDgen (1), (2), (3) nehmen in diesem Falle die Gestalt an: 

(1-) ^/IW + i/v.W + ^W^o, 

(2) xUit^) + j,v,(«,) + ^.(«,) - 0, 

(31 3:/i(«.) + !/9>,(«,) + *,(«,) = 0, 

imd Gleichung {E) wird: 

/■.(«■), fM), *i(«,) 
(J^ f.(«.), »>■(«■), ».(«,) -0. 

fiK), v.(«.). *«("■) 
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unter den Qleichungen von diesem aUgemeinen Typus haben die- 
jenigen, welche in der Praxis am hänfigsten auftreten, die Form^) 

m fiiOfzi^) + 9,(«,)9>a(«») + *»(«») "- 0. 

Man sieht ein, daß man sie yermittelst der drei Scharen von Geraden 
mit einer Kote darstellt: 

(1") ^-/iK), 

(2") y - 9,(«,), 

(3") «/•«(«i) + yVsK) + *5(«.) - 0. 

Wir begnügen uns hier mit der Bemerkung, daß man ein 
gegebenes Nomogramm von kotierten Geraden der allgemeinsten 
homographischen Transformation unterwerfen kann, während man 
die Koten der yerschiedenen Geraden, die es zusammensetzen, bei- 
behält. Weil nun eine solche Transformation in der Ebene von acht 
Parametern abhängt, so kann man Ton vornherein die Beweglichkeit 
beurteilen, die sie für die Herstellung der Nomogramme dadurch mit 
sich führt, daß sie über die Parameter die yorteilhafteste Verfügung 
gestattet.^ 

Andererseits sei darauf hingewiesen, daß es zwar in der Praxis im 
allgemeinen leicht ist, eine gegebene Gleichung an einen der obigen 
allgemeinen Typen zu knüpfen; die umgekehrte Aufgabe dagegen, die 
analytischen Merkmale bestimmen, an denen man vorweg die Möglich- 
einer solchen Verknüpfung erkennen kann, führt auf rein analytische 
Probleme, die weder des Interesses noch der Schwierigkeit er- 
mangeln. 

6. Berührungsnomogramme mit drei Variablen, — Ganz entsprechend 
besteht die einfachste Lagenbeziehung zwischen drei im Berührungsgebiete 
definierten Linien darin, daß sie eine und dieselbe Gerade berühren. 
Hieraus geht der allgemeinste Typus eines Berührui^nomogrammes mit 
drei Variablen hervor, dessen Grundgedanke durch dieselben Gleichungen 
yeranschaulicht werden kann, wie die eben bei Punktnomogrammen 
benutzten, mit dem einzigen Unterschiede, daß an Stelle der karte- 
sischen Koordinaten x, y die Parallelkoordinaten u, v treten. 

Mittels dieser Substitution definieren die früheren Gleichungen (1), 
(2), (3) drei Scharen yon Linien mit einer Kote (oi), (o,), (oj); und 
die Koten dreier dieser Linien sind durch eine Gleichung {E) yer- 
bunden, wenn diese drei Linien Tangenten an dieselbe Gerade sind. 

1) Vgl. yerschiedene Beispiele solcher Gleichungen: T. N. Kap. 11. § 11. 

2) T. N. Nr. 49 und 50. 
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Nunmehr muß man eine bewegliche Gerade^ den sogenannten Anzeiger 
zu Hilfe nehmen, wenn man sich des Nomogrammes bedienen wiU. 

Bei dieser Gelegenheit sei bemerkt: Gerade so, wie sich bei Punkt- 
nomogrammen immer eine solche Wahl treffen ließ, daß zwei der 
kotierten Scharen durch gerade Linien dai^estellt wurden, so kann 
man hier bewirken, daß zwei kotierte Systeme durch Punkte gebildet 
werden. So ist jede Gleichung zwischen drei YenLnderlichen a^^ o,, 
«3 durch zwei Systeme kotierter Punkte (o^), (a^ und eine Schar 
kotierter Kurven («3) darstellbar, wobei die Werte der drei Variablen 
derartig zusammenhangen, daß die Gerade^ welche die kotierten Punkte 
Ol und a^ verbindet j Tangente an die kotierte Kurve o, ist. Die Not- 
wendigkeit, eine bewegliche Gerade zu yerwenden, um die Ablesungen 
am Tomogramme zu ermöglichen, scheint auf den ersten Blick;, den 
Berühmngsnomogrammen eine untergeordnete Stellung g^^nüber den 
Punktnomogrammen zu geben. 

Dem ist aber nicht so, wie man sich durch die folgende Bemerkung 
sofort überzeugen kaon. Die Bestimmung einer Geraden durch zwei 
kotierte Punkte ist frei von dem möglichen Fehler, welcher der Bestim- 
mung eines Punktes durch den Schnitt zweier kotierten Linien anhaftet, 
und der darin besteht, daß man beim Verfolgen dieser beiden Linien 
bis zu ihrer Durchkreuzung Gefahr laufb^ ohne genügende Aufinerksam- 
keit auf benachbarte Linien der Scharen, von denen sie Teile sind, 
überzugehen. Diese Fehlerquelle ist bei kotierten Punkten nicht 
Torhanden, weil bei ihnen die Kote nur an einem eineigen Punkte 
angebracht ist, anstatt sich über eine ganze Linie auszudehnen. Es sei 
noch bemerkt, daß dieser umstand die Einschaltung nach dem Augen- 
maße zwischen den kotierten Elementen, welche auf dem Nomo- 
gramme wirklich vorhanden sind, erleichtert. Dieser doppelte Vorteil 
macht sich noch mehr geltend, wenn die darzustellende Gleichung von der 
früheren Form (E") ist, (von der die Form (JB") nur einen besonderen Fall 
darstellt), weil sich dann die durch die Gleichungen (1), (2), (3) [worin 
u, 1; für :r, j^ gesetzt sind] definierten drei Systeme kotierter Elemente 
auf Systeme von Punkten mit einer Eote reduzieren, zwischen denen 
man bloß mit Hilfe des Anzeigers einzufluchten braucht; hierher stammt 
die Benennung Nomogramme mit flucktrechten Punkten (Figur 3).^) Am 
häufigsten treten in der Praids solche Nomogramme auf, die unter die 
Qleichungen von der Form {E") fallen und durch die Gleichungen (1), 
(2y, (3) definiert sind, wenn in ihnen x und y durch u und v er- 
setzt sind. 



1) T. N. Kap. m. 
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Wenn man ein solches Nomogramm auf kartesisclie Koordinaten 
bezieht, so kann man die Gleichungen; durch welche die yerschiedenen 
kotierten Elemente definiert sind, — unter l eine beliebige Große yer- 

standen — schreiben: 




(«i) 



(«.) 



(«.) 



X = l, 

1 Vs («l) — f:i («s) 

9t («9) + /*•(«•)' 



X 



(a^ 



In der Anmerkung am Schlüsse der folgenden 
Pig, $. Nummer findet man ein neues Ai^piment 

zu Gunsten der Berührungsnomogramme. 
Wir wollen hier noch bemerken, dafi did Anwendung der all- 
gemeinsten Homographie gute Dienste leisten kann, um einem Nomo- 
gramme mit fluchtrechten Punkten die bequemste Lage zu geben. ^) 

7. Nomogramme mit vier Variablen. — Um von den eben erklärten 
Typen der Nomogramme mit drei Variablen zu einem Typus von 
Nomogrammen mit vier Variablen überzugehen, reicht es offenbar aus, 
daß man eines der vorkommenden Systeme mit einer Eote durch ein 
System von Elementen mit zwei Koten ersetzt. 

Dies zeigt uns unmittelbar, daß ein Nomogramm mit vier Variablen 
ohne beweglidtes Element, nwr verduJUete Elemente als Elemente mit 
zwei Koten zulaßt. Wir haben ja in Nr. 3 und Nr. 4 gesehen, daß 
man im Punktgebiete nicht verdichtete Elemente mit zwei Koten nur 
mit Hilfe beweglicher Elemente erzeugen kann. Nr. 2 hat gezeigt, 
daß man im Berührungsgebiete selbständige Elemente mit zwei Koten 
nur dann herstellen kann, wenn diese Elemente zu Punkten zusammen- 
schrumpfen; aus Nr. 6 folgt dagegen, daß die Ablesung von einem 
Berührungsnomogramme nur mit Hilfe eines beweglichen Anzeigers vor 
sich gehen kann. Der obige Schluß ist also durchaus berechtigt. 

Wenn wir in dem allgemeinen Typus der Punktnomogramme mit 
drei Variablen (Nr. 5) eine Schar von Linien mit einer Kote durch 
eine Schar verdichteter Linien mit zwei Koten ersetzen, so erhalt die 



1) T. N. 60, 62. Ein besonders bemerkenswertes Beispiel der Anwendung 
findet sich in Nr. 84, 
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auf diese Weise dargestellte Gleichung mit vier Variablen die Form 
^['h}^} ^(^7 ^4)] =* 0, die sich auch g>{cci,(x^)='0(a^,a^) schreiben 
läßt. Wie man bei der Darstellung einer Gleichung mit drei Variablen 
zwei Scharen kotierter Linien beliebig wählen durfte^ so kann man 
besonders für die Schar^ welche zur Schar verdichteter Geraden 
mit zwei Koten werden soll, eine Schar paralleler Geraden nehmen. 
Man kann also sagen, daß jede zwischen vier Variablen bestehende 
Gleichung Ton dem genannten Typus sich durch eine Schar von 
Linien mit einer Kote und ein Netz darstellen läßt, das Ton einer 
Schar paralleler Linien mit einer Kote und einer Schar paralleler 
Terdichteter Linien mit zwei Koten, d. h. von einer binären Skale ge- 
bildet ist. 

Um eine allgemeinere Weise der Darstellung von Gleichungen mit 
rier Variablen zu gewinnen, muß man zu solchen selbständigen Ele- 
menten mit zwei Koten seine Zuflucht nehmen, deren Anwendung im 
Yorhergehenden als möglich erkannt ist, insbesondere zu Geraden mit 
zwei Koten. 

Wir wollen uns also das allgemeinste Nomogramm gebildet denken 
durch zwei Scharen von Linien mit einer Kote F^ (x, y; cc^) = 0, 
F^{x, y; Og) "» und eine Schar von selbständigen Geraden mit zwei 
Koten xf{a^y «J + yq) («,, aj + ^ (oj, aj =» 0. Das Ei^ebnis der 
Elimination von x und y aus diesen drei Gleichungen wird von der 
Gestalt sein 

Das ist also der Typus aller auf diese Weise darstellbaren Gleichungen. 
Es ist bemerkenswert, daß die meisten Gleichungen mit vier Variablen, 
die in der Praxis auftreten, sich auf diese Gestalt zurückführen 
lassen. 

Das zugehörige Nomogramm wird ersichtlich die vier Scharen 
Ton Elementen mit einer Kote (o^), («2), (a,), (aj umfassen, worin 
die beiden letzten die doppelten Umhüllungen der Geraden mit zwei 
Koten (1X3, aj bilden, imd die Anwendung dieses Nomogramms läßt 
sich in folgender Fassung aussprechen: Die gemeinsame Tangente an 
die hoHerten Kurven cc^ und a^ geht durch den Schnittpunkt der kotierten 
Kurven cc^^ und a,. Dieser Ausspruch ist gleichbedeutend mit: Die Gerade 
tnit den beiden Koten (o,, aj geht dwrch den Funkt mit den beiden 
Koten (oj, a^), Jn dieser Fassung zeigt er, daß diese Darstellungs- 
art durch beziehungsweise Transformation sich selbst wieder hervor- 
bringt. Wenn man versuchen würde, ein Berührungsnomogramm ebenso 
zu Terallgemeinem vermittelst derselben Gleichungen, in denen nur 
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Uj V SU die Stelle Ton x, y treten, so ist ersichtlich^ daß man zu dem 
gleichen Ergebnis gelangen würde, mit dem einzigen Unterschiede, 
daß das Element (0%, aj hier ein Punkt, das Element (oj^, a^) eine 

öerade bedeutet. 

Der för die Praxis interessan- 
teste Fall ist derjenige, wo die 
Umhüllungen (a^), («,) der Geraden 
mit zwei Koten (a^ o^) zu Punkten 
zusammenschrumpfen, d. h. wo ein 
Nomogramm mit fluchtrechten 
Punkten vorliegt, während eines 
der drei Punktsysteme zwei Koten 
besitzt. (Fig. 4.) 

In diesem Falle mögen die 
Gleichungen der Punkte mit einer 
Kote (oj) und (a,) in Parallel- 
koordinaten lauten: 




Pig. 4. 



die Gleichung der Punkte mit zwei Koten (ce^, a^ heiße dagegen 

^f{^} «4) + ^V{^7 «4) + *K> «4) ^ 0. 
Dann ist die dargestellte Gleichung von der Form 

/i(«i) 9>i(«i) *i(«i) 
W fiM 92 («1) *a(««) 

f («»; «4) 9 («81 «4) *(«$> «4) 

Die in der Praxis am häufigsten wiederkehrenden Gleichungen 
von diesem Typus lassen sich schreiben: 

(«') /i(«l)A«3; «4) + 9>%M9{^f «4) + *K «4) ==- 0; 

drücken also gemäß Nr. 6. die Flucht der Punkte aus: 



0. 



(«1) 



a; == — i, 
ly = /i(ai), 



(«.) 



a? = i. 



V^sW; 



(«3; «4) 



a:=« 



— -^ («8» «4) 



9(as»«4) + /(«8»«4) 



Um die Gleichungen der beiden Scharen von Linien mit einer 
Kote (a^) und (aj herzustellen, deren Gesamtheit das Netz (o,, a^ 
bildet, genügt es, aus den beiden letzten aufgeschriebenen Gleichun^n 
a^ und a^ nach einander zu eliminieren. 
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Dann umfafit das Nomogramm außer den Punkten mit einer 
Kote (c^) und (cc^) die beiden Scharen von Linien mit einer Eote^ 
und ihre Anwendung läßt sich in dem Satze aussprechen: Die Ver- 
hindungdinie der kotierten Punkte a^ und a^ geht durch den Schnit^nkt 
der kotierten Linien a, und a^. 

Anmerkung, — Wir beschränken uns hier auf Gleichungen mit vier 
Veränderlichen. Es ist aber klar^ daß man unmittelbar Darstellungsarten 
erhielte, die auf Gleichungen mit fünf und sechs Variablen anwendbar 
wären, wenn man in einem Typus von Nomogrammen mit drei Ver- 
änderlichen nicht bloß ein einziges System von Elementen mit einer 
Kote, sondern zwei oder selbst drei durch Systeme von Elementen 
mit zwei Koten ersetzen würde. Hier machen sich die Vorteile der 
Berührungsnomogramme vor den Punktnomogrammen geltend. Wenn 
wir nämlich in einem Punktnomogramm, das durch die Durchkreuzung 
dreier Systeme von Geraden mit einer Kote gebüdet imd, jedes dieser 
drei Systeme durch ein System selbständiger Geraden mit zwei Koten 
ersetzen, so brauchen wir zur Ablesung an diesem Nomogramme drei 
unabhängige tewegliche Gerade, und das ist offenbar wenig praktisch. 
Wenn wir dagegen in einem Nomogramme mit fluchtrechten Punkten 
jedes der drei Systeme von Punkten mit einer Kote durch ein System 
von Punkten mit zwei Koten ersetzen, so genügt zur Ablesung stets 
eine einzige bewegliche Gerade. 

in. Anwendung auf die nomographische Lösung der algebraischen 

Gleichungen. 

8. Normalformen der algebraischen Gleichungen, — Die Wurzeln 
einer algebraischen Gleichung vom Grade n m hängen von den 
n Koeffizienten dieser Gleichung ab. Wenn man also die nomographische 
Lösong dieser Gleichung in dem allgemeinen Falle, daß den Koeffizienten 
beliebige Werte beigelegt siud, bewirken will, so muß man die Gleichung 
als eine Beziehung zwischen w + 1 Veränderlichen, nämlich der Un- 
bekannten und den n Koeffizienten ansehen. Nun ist es aber bekannt- 
Kch möglich, durch Transformationen, die nur die Lösung von Neben- 
gleichungen ersten und zweiten Grades erfordern, die Gleichungen eines 
gegebenen Grades auf gewisse kanonische Typen zurückzuführen, die 
eine geringere Zahl von Koeffizienten enthalten. Das einfachste 
and klassischste Beispiel hierfür ist die Gleichung dritten Grades 

a^ 4- «ic* + poc + ö' = 0, die durch die Transformation i' = a; — -^ 

auf die Form x'^ + px' + g' « zurückgeht. 

AxehlT der M^tbematik uad Physik. III. Beihe. V. 6 
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Unter den Transformationen dieser Art ist die wichtigste die von 
TschirnhauS; vermöge deren Bring, Jerrard, Brioschi und 
Herr Klein für die Gleichungen 5. Ghtules verschiedene Normalformen 
erlangt haben, die nur einen einzigen Parameter enthalten.^) Diese 
Transformation erlaubt namentlich jede Gleichung 7. Grades auf die 
Normalform z^ + Ajet* + \kz^ + i/;er + 1 = zu bringen, die außer der 
Unbekannten nur noch die 3 Parameter A, fi, i/ umschliefst, also in 
unserem Sinne eine Gleichung zwischen 4 Variablen vorstellt. 

Allgemein kann jede reduktible algebraische Gleichung durch 
Anwendung der besprochenen Transformationen auf eine Normalform 
gebracht werden, die nur noch zwei oder drei Parameter enthält, sich 
also in einer der beiden Formen 

(I) Zi + AZj + ftZj-O oder (U) Zj^ + kZ^ + fiZ^ + vZ^^O, 

schreiben läßt,^obei Z^, Z^, Z^, Z^ Polynome von z mit numerischen 
Koeffizienten bedeuten. 

Es genügt nun zu zeigen, wie man die besprochenen nomo- 
graphischen Grundgedanken auf diese Gleichungstypen bei drei, bezw. 
bei vier Variablen anwenden kann, damit das erhaltene Nomogramm 
in Verbindung mit den Transformationen, welche die Gleichung auf 
die Normalform bringen und sich selbst leicht in Nomogramme übersetzen 
lassen, eine vollständige Lösung der entsprechenden Gleichungen liefere. 

9. Gleichungen vom Typus I. — Wenn man die Variablen A, ft, Z 
bezw. den a^, o,, cc^ entsprechen läßt, so ersieht man unmittelbar, daß 
die Gleichung (I) zum Typus (a") der Nr. 5 gehört. Wie wir in Nr. 6 
gesehen, drückt sie die Flucht der drei Punkte aus: 



w 



y- A, "^^ \y^(i, ^^ I -^1 

y Z, + Z, 



Die Punkte (A) und (ft) bilden zwei regelmäßige Skalen, deren Tiuger 
Parallelen zur y-Achse sind. Die Punkte (z) sind über eine Kurve ver- 
teilt, deren Gleichung — wenn man sie wünschte — durch Elimination 
von z aus den letzten beiden hingeschriebenen Gleichungen zu bekommen 
wäre. 

Wir wollen noch allgemein bemerken, daß man sich bei der Her- 
stellung des Nomogramms auf diejenigen Punkte beschränken darf, 
welche positiven Werten von z entsprechen, weil man die absoluten 
Werte der negativen Wurzeln einer Gleichung als positive Wurzeln 

1) Vgl. das „Lehrbuch der Algebra" von Heinr. Weber, Abschnitt VI. 
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der transformierten Qleichung erhalten kann, die entsteht; wenn man 
— $ statt z einfahrt. 

Unter den in Rede stehenden Typus (I) fallen unmittelbar: die 
allgemeine öleichung zweiten Gh^des, für die Z^ = z^, Z^ = £?, Z^^ 1, 
und die yereinfachte Gleichung dritten Grades, für welche Z^ =^s^j Z^ = ir*, 
Z3 » 1 ist. Die entsprechenden Nomogramme, deren Konstruktion im 
einzelnen in 79 und 81 des T. N. untersucht ist, sind im Zusammen- 
hang auf Figur 80 dieses Werkes dargestellt. 

10. Gleichungen vom Typus (II), — Wenn man ebenso die Variablen 
If II, Vj e den a^, a^, «,, a^ beziehungsweise entsprechen laßt, so sieht 
man, daß die Gleichung zum Typus (s') der Nr. 7. gehört. Sie drückt 
dann die Flucht der Punkte aus: 



« 1:: 



a; « — ?, 






y z, + 2, 



Die Punkte (A) und {jf) sind dieselben wie vorher. Was die Punkte 
(v, z) angeht, so sind sie ersichtlich durch ein Netz gegeben, in dem 
die Elemente z Parallelen zur y- Achse sind, weil ihr x von v unabhängig 
ist Die Kurven (v), die in Verbindung mit diesen Geraden das Netz 
(i^, j?) liefern, kann man sich nun definiert denken durch die beiden 
letzten aufgeschriebenen Gleichungen, in denen z als Parameter der Kon- 
stroktion gilt. 

Insbesondere erhalt man ein nach dieser Art dargestelltes Nomo- 
gramm der allgemeinen Gleichung 3. Grades, wenn man Z^ == ^; ^%^ ^^ 
Z, »= j?, Z4 = 1 setzt. Das so erhaltene Nomogramm ist im einzelnen 
in 125 des N. T. untersucht und in Fig. 140 dieses Werkes dargestellt. 

Bei der Gleichung 4. Grades kann man durch eine lineare Trans- 
formation den Koeffizienten von z^ gleich oder 1 machen. Im zweiten 
Falle erhält man z. B. das Nomogramm, wenn man 

Z, = iß^ + f?, Z^ - z\ Z,^z, Z^=^l 

setzt. Das betreffende Nomogramm ist in 126 des T. N. untersucht und 
in Figur 150 dargestellt. Die Transformation, welche eine beliebige 
Gleichung 4. Grades auf die vereinfachte Form bringt, ist auf Fig. 151 
in ein Nomogramm übersetzt. 

Die hier betrachtete nomographische Lösung reicht bis zur Gleichung 
siebenten Grades, welche durch die Tschirnhaus-Transformation auf 
die in Nr. 8 genannte Form gebracht werden kann. Es genügt näm- 
lich zu setzen: 

6* 
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Dies Beispiel läßt so recht den Nutzen hervortreten^ der sich an die 
Einführung beweglicher Elemente bei den Nomogrammen knüpft. Wenn 
man diese nicht zuläßt, kann man Nomogramme mit mehr als drei 
Variablen nur durch verdichtete Elemente mit zwei Koten erhalten. 
Aus dem aber, was in Nr. 3 über diese Elemente gesagt ist, geht 
hervor, daß die Lösung der vorgelegten Gleichung in diesem Falle 
sich notwendig auf eine Folge von Operationen mit zwei Parametern 
reduzieren muß. Was nun namentlich die Gleichung 7. Grades angeht, 
so muß sich nach Hilbert die Unmöglichkeit einer solchen Zurück- 
führung dartun lassen; und man sieht ein, wie leicht dagegen durch 
die Einführung einer beweglichen Geraden, die nomographische Lösung 
einer solchen Gleichung geworden ist.^) 



Über den Zusammenliaiig einer bei der Lösnng von 
Albazens Anfgabe auftretenden gleichseitigen Hyperbel 

mit der neueren Dreiecksgeometrie. 

Von Oskar Gutsche in Breslau. 

Die Alhazensche Aufgabe, bei einem spiegelnden Kreise den 
Reflexionspunkt zu bestimmen, wenn Auge und leuchtender Gegenstand 
sich an gegebenen Orten befinden, ist meines Wissens mit den Mitteln der 
projektiven Geometrie noch nicht gelöst; P. Bode in seiner wertvollen 
Schrift über dies Problem (Prankfurt a. M., 1893) erwähnt wenigstens 
nichts davon. Der Zufall fügte es, daß ich vor einigen Jahren die 
Alhazensche Aufgabe auf rein geometrischem Wege mit Hilfe einer 
gleichseitigen Hyperbel löste, ohne zu wissen, daß schon Huygens 
mehrere Lösungen gegeben hat. Aus Bodes Abhandlung habe ich 
erst vor kurzem ersehen, daß der berühmte Geometer bei der ein- 
fachsten der von ihm gefundenen Konstruktionen dieselbe Hyperbel 
benutzt hat, auf die ich gestoßen bin. Da er aber auf ganz anderem, 
wahrscheinlich umständlicherem Wege zu dieser Kurve gelangt ist, und 

1) Vgl. hierzu noch den Aufsatz des Verfassers „Snr la r^solution nomo- 
graphique des äquations" in den Nonv. Ann. (4) 2, 49. Femer verdient bemerkt 
zn werden, daß der Übersetzer obiger Abhandlung dasselbe Thema von einem 
etwas anderen Gesichtspunkt in der Beilage zimi Jahresbericht der neunten Real- 
schule „Rechenblätter'' (Gärtner 1902, Berlin) bearbeitet hat. Eine Folge dieser 
Rechenblätter ist in Berlin bei Mayer & Müller erschienen. Die Red, 
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da es mir gelungen ist, einen bemerkenswerten Zasammenhang dieser 
Hyperbel mit der neueren Geometrie des Dreiecks aufzudecken, so 
dürfte die Veröffentlichung meiner Lösung nicht unangebracht sein. 

Gegeben sind die Punkte P und Q und ein Kreis k um C. Der 
anf ihm gelegene Punkt S sei so beschaffen, daß < PSG = CSQ ist. 
Wird die Gerade PQ von SC in X und von der in 8 gezogenen Kreis- 
tangente in X' getroffen, so trennen X und X' die Punkte P und Q 
harmonisch, sind also ein Punktpaar der hyperbolischen Involution, 
deren Doppelpunkte P und Q sind. Wandert daher X' auf PQ, so 
darchlauit X eine Punktreihe, die zu der von X' erzeugten Reihe pro- 
jektiv ist. Die Polare von X' in Bezug auf k geht durch S und den 
Pol G von PQ; sie dreht 
sich also um G, wenn X' 
die Gerade PQ durchläuft, 
und der von ihr beschriebene 
Büschel ist zu der von X' 
hervorgerufenen Punktreihe 
projektiv. Daher sind auch 
die von der Polare GS und 
dem Strahl CX erzeugten 
Büschel projektiv; der Punkt 
S hegt also auf einem Ke- 
gelschnitt /{, der durch die 
Büschelmittelpunkte Cund G 
lauft und eine Hyperbel sein 
maß, da die beiden Büschel 
ungleichlaufend sind. Man 
erkennt sofort, daß diese 

Kurve die Fußpunkte A und B der von G auf CQ und CP gefällten Lote 
enthält, xmd daß sie die durch C laufende Mitteltransversale CI des 
Dreiecks CPQ berührt. Da im Dreieck ABC die Gerade PQ anti- 
parallel zu .^P ist, so ist CI die Gegentransversale zur Mitteltrans- 
versale CF. Der Reflexionspunkt S ist mithin einer der Schnittpunkte 
des Kreises k mit einer dem Dreieck ABC umgeschriebenen Hyperbel A, 
die durch den Endpunkt G des durch C gezogenen Umkreisdurchmessers 
geht und die durch C laufende Symmediane berührt. 

Ordnet- man nun jedem Punkte der Ebene seinen Winkelgegen- 
punkt in Bezug auf das Dreieck ABC zu, so entspricht bekanntlich 
in dieser isogonalen Verwandtschaft jeder Geraden ein dem Dreieck 
umgeschriebener Kegelschnitt und umgekehrt. Es fragt sich, welche 
Gerade g der Hyperbel h entspricht. Die Gegentransversale der Tan- 
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gente CI mufi AB m einem auf g gelegenen Punkte treffen; g lauft 
daher durch die Mitte F von AB. Da die Winkel CBG und CAG 
Rechte sind^ so ist der Winkelgegenpunkt von O der unendlich ferne 
Punkt; in dem sich die beiden auf AB in B und A errichteten Senk- 
rechten schneiden; die Gerade g ist mithin der auf AB senkrechte 
Umkreisdurchmesser. Diesem Durchmesser entspricht aber^ wie man 
leicht erkennt; eine gleichseitige Hyperbel hy deren Mittelpunkt F ist 
und deren Asymptoten den Halbierungslinien des Winkels ACB und 
seines Nebenwinkels parallel sind. Diese Hyperbel ist yon Herrn 
E. Lemoine mit F^ bezeichnet worden. Sie tritt bei der im ersten 
Bande dieses Archivs gestellten Aufgabe 20 als ein Teil des geo- 
metrischen Ortes für solche Punkte P auf, für die, falls PP^, und 
PP^ die von P auf die Seiten BC und AC des Dreiecks ABC ge- 
fällten Lote sind, die Proportion besteht: PAiPB^ PP^, : PP^. 

Um also Alhazens Aufgabe zu lösen, konstruiert man den Pol G 
von P^ in Bezug auf den Kreis k, fällt von G auf CP und CQ die 
Lote GB und GA, halbiert AB in F und zieht durch F die Paral- 
lelen zu den HalMerungslinien des Winkels ACB und seines Neben- 
winkels. Diese Geraden sind die Asymptoten einer gleichseitigen 
Hyperbel, deren Schnittpunkte mit k die gesuchten Reflexionspunkte sind. 

Breslau, Januar 1903. 



Über den Yerlanf der zahlentlieoretischen Funktion fp{x). 

Von Edmund Landau in Berlin. 

Es ist bekannt; in wie glänzender und erfolgreicher Weise GauB, 
Dirichlet und ihre Nachfolger zur üntersuchimg einer unregelmäßig 
verlaufenden und durch kein einfaches Gesetz gegebenen zahlen- 
theoretischen Funktion ^ (n) die Betrachtung der sogenannten mittleren 
Werte ersonnen haben; in fast allen klassischen Beispielen ist es nan> 
mehr gelungen^ jene mittleren Werte mit den elementaren analytischen 
Funktionen, wie Potenz und Logarithmus, in Verbindung zu bringen^ 
welche die Größenordnung des Unendlichwerdens der summatorischen 
Fimktion ^ 

darstellen; in vielen Fällen konnte man noch weiter gehen und z. B. 
die Existenz des Grenzwertes des Quotienten der summatorischen 
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Funktion dnrch jene elementare Funktion f%r anendlich wachsende obere 
Summationsgrenze x dartun. Gur manches dieser Resultate wurde 
erst nach vielen Bemühungen durch Heranziehung schwieriger Probleme 
aus der Theorie der Funktionen komplexen Argumentes erzielt^ auf 
einem durch Biemann betretenen^ jedoch erst durch Herrn Hadamard 
auf einem sicheren Fundament begründeten Wege. Aber man hat 
sich bisher wenig mit der Frage beschäftigt, ob sich für die Schwan- 
kungen der bekannten zahlentheoretischen Funktionen selbst (nicht für 
ihre Summen, in denen sich ja die TJnrecrelmäßifrkeiten eben ausirleichen) 
asymptotisch^ AbschätzuBgen angeben lassen, in Gestalt von oberen 
und unteren Unbestimmtheitsgrenzen für den Quotienten der Funktion 
durch passend gewählte elementare Funktionen. Ich will im folgenden 
den Problemen dieser Art für die Eulersche Funktion q>(x) näher 
treten^ welche die Anzahl der zu x teilerfremden ganzen Zahlen ^ x 
angibi Die Fri^e nach dem Verlaufe gerade dieser Funktion ist in 
neuerer Zeit mitunter gestellt^ aber nicht streng untersucht worden; 
verschiedene ohne Beweis von anderer Seite ausgesprochene Behauptungen 
und Vermutungen stehen sogar mit den Ergebnissen des Folgenden 
nicht in Übereinstimmung. 

1. Da für Primzahl werte von x 

(p {X) X — 1 - 1 

XX X 

ist, so ist offenbar 



lim sup — — - == 1, 



x= 00 

un4 die Problemstellimg hat sich vielmehr der Aufstellung einer unteren 
Schranke zuzuwenden. Daß (p (x) trotz seiner Schwankungen mit x ins 
Unendliche "vi^hst^ ist bekannt, d. h. nach Annahme einer Zahl g ist 
eine Zahl | so bestimmbar, daß für alle x'^i 

ist. Andererseits hat man auch schon eine spezielle Folge von unendlich 

g? (^») 

vielen Zahlen x^, ä;,, • • •, a:„, • • • besonders beachtet, für welche — ^^— ^ 

monoton zu Null abnimmt, nämlich die Produkte konsekutiver Prim- 
zahlen von 2 an 

x^^2, ir, -23-6, a;, - 2» 3 • 5 = 30, 

3:4-2.3.5.7-210, ..., a;„ = 2.3.5...p„ ••., 
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für welche 



9>(a:,) 



X 



m-'^ 



ist^ was nach Euler fQr n»(X> zu Null abnimmt. 

Im folgenden werde ich zunächst unter Anwendung der klassischen 
Resultate über die Verteilung der Primzahlen untersuchen, mit welcher 

Geschwindigkeit für diese Zahlenfolge ^^ zu Null abnimmt; dann 

werde ich feststellen, daß in einem nachher zu präzisierenden Sinne 
fiir keine andere Zahlenfolge ^{x) langsamer ins Unendliche wächst; 
beides zusammen wird zu dem Schlußresultat führen, daß 



X 



ist, wo C die Eulersche Eonstante bezeichnet. Hierin liegen zwei 
Behauptungen: 

1. Nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Gröfse 8 und 
einer beliebig großen Zahl oI gibt es ein :r > o^, so daß 

ist. 

IL Nach Annahme einer beliebig kleinen positiven Gröfse 6 gibt 
es ein |, so daß für alle x^% 

ist. 

2. In 

n 
(1) ^^PlPi'Pn^YlPg 

will ich zunächst p„ = y als Funktion von x untersuchen, um dann auf 

c=i p^Pn p^y 

den Mertensschen*) Satz 

(^) n('-j)~S'' 

anwenden zu können. 



1) „Ein Beitrag zur analytischen Zahlentheorie", Journal für die reine und 
angewandte Mathematik, 78^ 68, 1874. 

2) ^ {y) no i{y) bedeutet, daß lim ^7; existiert und gleich 1 ist. 

• • y=x z(y) 
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Aus (1) folgt 

log X ^^logp^ ^^ logp. 

Nach Tschebyschef^) ist für alle y oberhalb eines gewissen Wertes 
(3) iy<2'logi><2y,») 

also 

|y<loga;<2y, 

— log2 + logy < log loga; < log2 + logy, 
daher ist^ wenn x die Folge x^j x^, • • •, Xn, * • • durchläuft^ 

log y '^ log log X. 

Dies gibt in Verbindung mit (2), wenn x die Folge jener Zahlen 
durchlauft, _^ _^ 



p/ logy log log« 

Insbesondere ist also nach Annahme einer positiven Zahl d für 
alle n von einem gewissen an für die Folge von unendlich vielen 

^^^ a: = 2 . 3 . 5 . . 1), - PiPsji>, . . •!>, 

(4) ^(^)<a + *)^-^-^og.- 

Nach Annahme zweier positiven Großen d imd oS gibt es also ein x>6^, 
80 daß (4) erfüllt ist, d. h. es ist 

(5) t^i^f y(^)loglog^ <^,c. 



X 

XBSOO 



1) „Memoire aar les nombree premiere^^ Journal de mathdmatiques pures et 
appliqu^a, (1) 17, 879, 1852; Werke, 1, 61, 1899. 

2) Genanere Schranken brauche ich im folgenden nicht; die Tatsache, daß 

- ^ logp fSr y = oo einen lim sup -< oo und einen lim inf > hat, genügt für 

den Zweck der vorliegenden Arbeit. Überhaupt mache ich in dieser von keinem 
Satze der modernen, auf die Theorie der Riemann sehen ^-Funktion gegründeten 
Primzahltheorie Gebrauch, sondern nur von den elementar beweisbaren Tscheby- 
Bchef-Mertensschen Sätzen (3) und (2). 



90 ' Edmuhd Landau: 

3. Andererseits behaupte ich, daß nach Annahme einer beliebig 
kleinen positiven Größe 8 f&r alle ganzen Zahlen x von einem ge- 
wissen Werte g an (nicht nur für die Zahlen der Form PiP^ - - - Pm) 

(6) ^(^)>(i_,)e-c_f_ 

ist Es sei die Zerlegung von x in PrimzaUpotenzen 

Ich zerlege das Prodokt 

p/x 

WO p alle Primfaktoren von x durchläuft^ in zwei durch log;r ge- 
schiedene Teile: 

(') '-T- n ('--;)■ n ('-i)-i7.-JT.-) 

p < log X, /'/X p > log «, p, X 

Für |7 ergibt sich^ wenn man alle, auch die nicht in x auf- 
gehenden Primzahlen bis log;r in das Produkt aufiiimmt, a fortiori 

17.- J7 ('-j)^27{i-,-)~w^.. 

jp 5 log «, p/x p 5 log X 

also von einem bestimmten Werte an 

(8) lli<'~7l loglog«' 

2 

Für I I ergibt sich, indem jeder Faktor durch 1 — | er- 
setzt wird, a fortiori: 

UM- %-.)'. 

WO s die Anzahl der zwischen logj: und x gelegenen Primfaktoren 

von X bezeichnet. Die Anzahl s ist für a; > 3 kleiner als i — ,^^ , 

-^ log log 2; ' 

da das Produkt von / , -— ^ oberhalb loffa; ireleirenen Zahlen 

Llogloga;J 000 

r^log*_-| logx 9) log» 

> (log X) L^"^^""^ •-■ > (log X) ^^'B ^°8' = ßl^glogx "^ **«' ^ ^ogx _ ^ 



1) Unter JTT bezw. JfT ist 1 zu verstehen, falls x keinen Primfakior 

^logÄ bezw. >loga; enthält. 

2) Für y>l ist [2yJ>2y~l>y, und für o: > 8 ist tatsächlich 

log log« ^ 
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ist. Dies ergibt 



Sloffx 



also fSr a: > 8 ( d. h. , < - j wegen 

log (1 — «) > — 2u (o< u < j) 



S log« 8 



f f >^ logligorlog« _,g loglogx 



Die rechte Seite nähert sich für x ^ oo der Grenze 1 ; von einer nach 
Annahme von d bestimmbaren Stelle an ist also 



9^ /7,>i- 



d 
2 



Aus (7), (8) und (9) folgt, daß 5(*) so bestimmbar ist, daß 
für alle X ^ 5 



— C j Av ^—c 



X " lli lli^ ^_9\oglogxV 2)""(^ *^ log log X 



2 

ist, wie in (6) behauptet wurde. Dies bedeutet 
(10) lim inf y(^)^^g^^g^ ^ e-c. 



05 



Aus (5) und (10) fo^ schließlich, daß 



X 



ist, was zu beweisen war. 

Berlin, den 4. Oktober 1902. 



92 • Edmond Lucdau: 



über die Maziinalordnimg der Permntationen gegebenen 

Grades. 

Von Edmund Landau in Berlin. 

r 

Die Ordnung einer Permutation wten Grades^ d. h, der Exponent 
der niedrigsten Potenz einer Permutation von n Elementen, welche 
gleich der identischen Permutation ist, ergibt sich bekanntlich auf 
folgendem Wege aus der Zerlegung in Cyklen ohne gemeinsame Ele- 
mente. Da die Ordnung einer cyklischen Permutation gleich der An- 
zahl der Elemente des Cyklus ist, ist die Ordnung einer beliebigen 
Permutation gleich dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Glieder- 
zahlen der Cyklen. Fragt man also nach derjenigen Permutation (oder 
denjenigen Permutationen) von n Elementen, deren Ordnung möglichst 
groß ist, anders ausgedrückt, nach der Maximalordnung der cyklischen 
Untergruppen der symmetrischen Gruppe von n Elementen, so hat man 
zu untersuchen, welches bei allen Zerlegungen der Zahl n in positive 
Summanden 

(1) w = Ol + »2 H h «y 

der größte Wert des kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Summan- 
den ist. 

1. Das Maximum des kleinsten gemeinsamen Vielfachen von 
%; ^> ' ' '} ^v ^®^ allen möglichen Zerlegungen von n in r = 1, 2, • • •, » 
positive Summanden werde mit f(n) bezeichnet. Für die kleinsten 
Werte von n findet man 

/•(l)-l, /•(2) =2, /-(S) -3, m =4, 

/(5)-6, f(6) =6, f{l) =12, f(8) =15, 

/•(9)-20, /•(10) = 30, /•(11) = 30, /•(12) = 60 u. s. f. 

Die entsprechenden Zerlegungen sind 

1 = 1, 2 = 2, 3 = 3, 4 = 4, 5 = 2 + 3, 

6 = 1 + 2 + 3 oder 6 = 6, 7 = 3 + 4, 8 = 3 + 5, 9 = 4 + 5, 

10 = 2 + 3 + 5, 11 = 1 + 2 + 3 + 5 oder 11 = 5 + 6, 

12 = 3 + 4 + 5 u. B. f. 

Hier sieht man schon, daß dem Maximum f(n) nicht notwendig 
eine einzige Zerlegung entspricht. Unter den möglicherweise vor^ 
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handenen yerschiedenen Darstellungen von n als Summe von Zahlen^ 
deren kleinstes gemeinsames Vielfaches f(n) ist^ läßt sich aber auf 
folgendem Wege eine kanonische Darstellung hervorheben. Ist für (1) 
das Maximum f(n) erreicht und ist einer der Summanden a in zwei 
teilerfremde Faktoren b, c zerlegbar: 

a^bc, 6 > 1, c> 1, 

so bleibt das kleinste gemeinsame Vielfache aller Summanden un- 
geändert, indem man an Stelle von a schreibt 

6 + C+1 + 1 + ...+ 1, 

wo die Anzahl bc — (b + c) der Einsen wegen 

6c - (6 + c) = (6 - 1) (c - 1) - 1 > 1 . 1 - 1 = 

stets > ist. f(n) ist also auch bei einer passend gewählten Dar- 
stellung Yon n als Summe von Einsen und Primzahlpotenzen erreichbar^ 
wobei Primzahlen zu den Primzahlpoticnzen gerechnet werden; von den 
Potenzen jeder Primzahl braucht nur eine, die größte vorkommende, 
beibehalten zu werden, während die anderen ohne Verminderung des 
kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Summanden durch lauter Einsen 
ersetzbar sind. (Daß irgendwelche nachträgliche Zusammenfassung der 
Einsen zu größeren Zahlen keine Vermehrung des kleinsten gemein- 
samen Vielfachen bewirken kann, ist selbstverständlich, da ja von 
einer den Maximalwert f(n) liefernden Zerlegung (1) ausgegangen wird). 
f(n) ist daher auch bei einer Darstellung 

(2) n = y^i)« + 1 + 1 + hl 

erreichbar, wo jede Primzahl p höchstens als Basis einer Potenz vor- 
kommt und die Anzahl der Einsen ^0 ist; es ist alsdann 

(3) /•(«) = IJp". 

Diese Zerlegung (2) von n ist nun (natürlich abgesehen von der Reihen- 
folge der Summanden) eindeutig, da ja in (3) das System der Prim- 
zahlpotenzen p" eindeutig durch f(n) bestimmt ist. 

Das Problem ist also auf folgende Form gebracht: Es soll das 

Maximum f(n) der Funktion 1 1 p" berechnet werden, wo die p" ein 

System von teilerfremden Primzahlpotenzen bilden, deren Summe ^ n ist: 

IJp" = Maximum = /!(w). 
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Bei der unregelmäßigen Verteilung der Primzahlen kann . nicht 
verlangt werden^ mit Hilfe der bekannten Funktionen explicite die 
Funktion f(n) durch n auszudrucken; vielmehr soll im folgenden unter- 
sucht werden, in welcher Weise die Funktion f(n), welche offenbar 
mit n monoton wächst, für n -» ex? unendlich wird. Es wird, 

f{n) - c^(»), d. h. gin) = log/-(n) 

gesetzt, gelingen, den Nachweis zu führen, daß g{n) genau von der 
Größenordnung Yn log n unendlich wird, und daß der Grenzwert 

lim-.^'*) 



11=00 ^n log n 

existiert und gleich 1 ist. 

Eine Überlegung heuristischer Art soll der nachfolgenden strengen 
Beweisanordnung den Weg weisen. Wenn die Zahl n in i' positive Teile 
ohne Rücksicht auf deren Ganzzahligkeit geteilt wird, so ist bekannt- 
lich das Produkt der v Teile ein Maximum, wenn die Teile einander 

gleich^ also sämtlich » — sind ; das Maximum ist ( j . Wenn nun 

die ÄTiz ahl V der Teile nicht vorgeschrieben ist und man überhaupt 
durch Einteilung von n in Summanden ein Maximalprodukt der 

Summanden erreichen will, so ist, wie die Diskussion von (— j als 

n 

Funktion von v lehrt, i; = — zu wählen, und das Maximum ist e* 

(Yergl. Steiner, „Über das größte Produkt der Teile oder Summanden 
jeder Zahl'^, Journal für die reine und angewandte Mathematik 40^ 
1850, S. 208; Werke, Bd. 2, 1882, S. 423). Weü e und (für ganz- 

zahlige n) — nicht ganz sind, läßt sich dies Maximum bei Zerlegung 

einer ganzen Zahl n in ganzzahlige Summanden niemals erreichen; 
jedenfalls sind alle Teile tunlichst nahe an e anzunehmen, also in der 
Nähe eines von der Größe der Zahl n unabhängigen Wertes. In der 
vorliegenden Aufgabe sollen nun obendrein die Summanden teiler- 
fremde Primzahlpotenzen oder 1 sein; man kann also, um ein möglichst 
großes Produkt zu erzielen, zwar mit 2 -f 3 anfangen, muß sich aber 
dann immer mehr von dem idealen Werte e entfernen. Es ist aber 
nach dem Vorangegangenen zu vermuten, daß man das größte Produkt 
etwa dadurch erzielt, daß man möglichst kleine Primzahlen nimmt, 
mit anderen Worten, indem man für n die Zerlegung 

(4) n-2i^+l + l + "- + l 
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wählt^ wo p alle Primzahlen ^ x durchlauft und x die größte Prim- 
zahl ist, für welche ^^ . 

p ^* 
ist; die Anzahl der Einsen in (4) ist dementsprechend n —^ P- 

p<ae 

2« In welchem Sinne diese Vermutung für große n asymptotisch 
richtig isty wird sich am Schlüsse ergeben; um den Zusammenhang nicht 
unterbrechen zu müssen, mögen zwei Hilfssätze vorangeschickt werden : 

L Die Summe aller Primzahlen bis zu einer Grenze x ist ~ ^ , 

2logx^ 

d. h. asymptotisch gleich r^ ; darunter ist zu verstehen, daß der 

Quotient jener Summe durch -j sich für a: = oo der Orenze 1 nähert. 

n. Wenn y eine ganze Zahl bezeichnet, so ist die yte Primzahl- 
potenz (wobei Primzahlen mit zu den Primzahlpotenzen gerechnet 
werden) '^ y log y. 

Beteeise: I. Es sei d eine beliebig kleine positive Gh*öße; aus dem 
bekannten „Primzahlsatze'', daß die Menge der Primzahlen bis x 

ist, folgt, daß eine Zahl oS so bestimmbar ist, daß für alle i/ ^ cJ 

^ ^ log V 2 log V 

ist Durch Summation folgt daraus für alle x'^oS 

i ^ « (v) -2"" i^Jr =|2(''W-i^v) 



log V 

*'=6X «"=65 »'=05 



^ ^ I 3r(v) log y I "^ 2 ^ logV' 






X 

^(^,\ = ^1 _L A ?\ ' 



^'W-(i+».|)2'i^. 



Nun ist, da n{y) — jc{y — 1) für Primzahlwerte von v gleich 1, 
far zusammengesetzte v gleich ist, 

X X 

2p =2" (* w - « (v - 1)) =2« w ("-(»'+ 1)) + « (^) (^+ 1), 

p<x rs«2 *=si 

(6) ^p 2* W + «(^)(^ + !)• 



96 



Eoiruin) Lakoau: 



Hierin ist 



oS-i 



oS-i 



^^(v)^^^iv)+^^{v)^^x{v) + (l+»^l) ^ 



(7) 



»=« 



y=2 



CiS-i 






r»2 



=_2'-«-(i+»4)2ii.+2ii;,+»42; 



v=2 



log V 



v=»8 



log V* 



log y 



Die ersten zwei Glieder der rechten Seite bleiben für x =^ <x> endlich; 
ihre Summe ist also för alle x von einem gewissen Werte a: = J (ä) 
an dem absoluten Betmge nach kleiner als die mit x unendlich wachsende 

X 

Funktion g- ^^ j ; für x^i wird also nach (7) 

r=2 

a; « X ap « 

»•=«2 v=2 y=2 v=2 »-=«2 






v=i 






-1 



V 

log «/ 



<tf, 



d. h. es ist 



^ 7C[y) ~^ iQgy J logu """ Vloga:/' 



v=2 



V=:2 



WO {p (x)) eine Funktion von x bezeichnet^ deren Quotient durch 
^ (rr) für a: = <x> endlich bleibt. Wegen 



X X 

/udu x^ 2» \ i r ^** 
log« "" 2lögaj 2log~2 "*" V iög*~ü 



2loga: ^ ^V V-r ,J ^^^^^ -|- ^J j^^,^ 

2 1/. 



xdu 
log' l/ic 



-2£-^+oa)+o(}^-yi)+o(j3^..) 



2 



loga; ' \log*a;/ 



X' 



fKj 



2loga; 
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ist also 

(8) i/'^W-slog« 



X* 



v»8 



X* 



Ferner ist nach (5) 

(9) n:{x){x+ l)~Ä(a:).a:-^j~^. 

Verbindet man (8) und (9) mit (6)^ so ergibt sich die Behauptung 

"^ X* , X* X* 

^^ ^ 2loga; logx 2\ogx 

In dieser asymptotischen Gleichung braucht x nicht gdtizzahlig zu sein. 

n. Die Anzahl derjenigen Zahlen ^x, welche zweite oder höhere 
Potenzen yon Primzahlen sind, ist höchstens gleich der Summe der 
Anzahlen aller von 1 yerschiedenen Quadrate^ Euben^ ' ' ' ^^] ^^ ^^^^ 

fär ar > 1 bis a; genau [v^ J — 1 von 1 verschiedene k te Potenzen 
liegen^ so ist^ wenn P{x) die Anzahl aller Primzahlpotenzen (incl. der 
^{x) ersten Potenzen) ^x bezeichnet, 

uo) o^p{x)-nix) £ [yi] -1 + [\^x]-i + . ■ ■ + [y^]-i, 

wo die Summe nur bis 

m = [21oga;] 

erstreckt zu werden braucht, da für Analoga; 

ist (10) ergibt 

£ P{x) - x(x) <myx £2yx loga?, 
also nach (5) 

\ogx 



P{x) = jt(x) + {Yx log x)r^ "^ 



Gesetzt nun, die yte Primzahlpotenz wäre nicht asymptotisch 
gleich ylogy, so gäbe es entweder eine solche Größe d>0, daß ober- 
halb jedes cJ ein y existiert, fQr welches die yte Primzahlpotenz 
>(l + <^)ylögy ist^ oder es ^be eine Größe d>0, so daß ober- 
halb jedes cJ ein y existiert, für welches die yte Primzahlpotenz 

AiebiT der Mathematik and Physik. HL Reihe. Y. 7 
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< (1 — d) y log y ist (oder beides wäre der Fall). Also wäre für be- 
liebig große passend gewählte y 

(11) P((i + d)ylogy)<y, 

bezw. 

(12) P((l-d)ylogy)>y. 

Beides ist aber unmöglich; denn es ist 

P((l+d)ylogy)~ (^ + 'OWog y (i+^ylogy ^(i+d)y 

und ebenso 

. P((l-d)ylogy)~(l-(Oy; 

die An7ji)il der Primzahlpotenzen bis (1 -f (2)ylogy bezw. (1 — (7)ylogy 
ist also für alle y von einem gewissen Werte y <» i; (c^ an 

>r+|(i + 'Oy = (i + l)y>y> 

bezw. 



<r^(i-'^y = (i-8)y<y, 



im Gegensatz zu (11) und (12). Also nähert sich tatsächlich der 
Quotient der yten Primzahlpotenz durch j/logy fiir y = oo der Grenze 1, 
was zu beweisen war.*) 

3« In der Zerlegung (4) ist x eine eindeutig bestimmte Funktion 
von n. Ich behaupte , daß nach Annahme einer beliebig kleinen posi- 
tiven Größe 8 für alle n von einem gewissen w = v (d) an 

x>{\- ~) y»To"gn 
ist. 

1) Ebenso beweist man, dafi die yte Primzahl j> asymptotisch gleich ylogy 
ist. Hierin liegt wegen 

Pyooyiogy, i?y4_i~(y + i)log(y + i), 

Py^x (y + l)log(y + l) 

i>y yAogy 

der bekannte Satz, daß zwischen x und (1 -f ^) o; für jedes d von einem gewissen 
X = ^{S) an Primzahlen liegen, als Spezialfall enthalten. 
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Die Summe aller Primzahlen bis (1 — ^ l}/n log n ist nämlich nach 
dem Hilfssatz I 

nw» r>-» II — ~ I fl' 

2 (log(l -|) + 2-logn+ iloglogn) ^ ^^ 



wenn q die kleinste (yon einem gewissen n an tatsächlich yorhandene) 
Primzahl zwischen (1 — ~j Yn log n (excl.) und y^n log n (incL) be- 
zeichnet, so ist wegen 

2'i)~(l-|)*n 

p< (l— y) Vnlogn 

ond 

q <, Ynlogn 
die Smnme 

also ist für alle hinreichend großen n 
Xj als größte Primzahl, für welche 

p<x 

ist, ist also für alle n von einem gewissen n = v(d) an ^ g, also 
> (1 — -gj Ynlogn, wie behauptet wurde. 

Ans 



x>(l — -g) Vn log n 



folgt nun, daß das kleinste gemeinsame Vielfache (oder, was hier das- 
selbe ist, das Produkt) der Summanden in (4) 

y! iogi> 

2äiogp / ^jr 



n^'^"' >* 



p>* 
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ist. Der Logarithmus g(n) der Maximalfanktion f(n) ist also von einem 
gewissen n an größer als ^ log p. Da bekanntlich 

^ logjp ~ y 

ist und folglich für alle y oberhalb einer gewissen Stelle y ^ fiiß) 

2logi?> -^y, 

so ergibt sich für alle hinreichend großen n In^vAl — -j }/»log«>iy) 
g(n) > -~~ (l - J) V'wlogn = (1 - *) l/tTl^; 



^-2 

anders ausgedrückt: es ist 

n=sao ynlogn 
4. Es ließe sich leicht ebenso zeigen, daß für die spezielle Art (4) 

der Zerlegung Ton n in Summanden der Quotient ^^ — sich wirklich 

yn log n 

der Grenze 1 nähert, d. h. daß bei Annahme von S für alle hinreichend 

großen n auch 

2^1ogp <(! + *) ]/n log n 

ist; das würde aber für die Maximalfiinktion /*(«) bezw. g{n) nichts 
bedeuten, da ja eine spezielle Zerlegung von n für f{n) und g(n) 
immer nur eine untere, keine obere Schranke liefern kami. 
Das Ziel dieser Untersuchung ist der Nachweis, daß 

(14) lim -ß^. = 1 

,1=00 ynlogn 

ist. Nachdem (13) schon bewiesen ist, ist dazu nur nötig, nach- 
zuweisen, daß 

(15) limsup--Ä^^l 

n» 00 yn log n 

ist. Dies ist der schwierigere Teil des Beweises; denn es muß ge- 
zeigt werden: Für jede Art der Zerlegung 

(16) w=2p" + 1 + 1 + "+1 
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der positiven ganzen Zahlen n = 1,2,5,- - - in teilerfremde Primzahl- 
potenzen und Einsen ist nach Annahme von d ein v (ß) so bestimmbar^ 
daB fSr alle n ^ 1/ 

(17) log fj p^ =2^ logj)« <(! + *) yiTk^ 

ist Es braucht die betrachtete Art (16) der Zerlegung der Zahl n 
nicht für alle n durch eine einfache und einheitliche Regel bestimmt 
zu seiU; wie dies bei (4) der Fall war^ vielmehr darf nur die Annahme 
gemacht werden^ daß jeder ganzen Zahl n^l,2,d,'-' eine bestimmte 
Zerlegimg (16) zugeordnet ist. Für die Kette der Gleichungen (16) 
(tt =» 1, 2, 3, • ■ •) ist das Bestehen der Ungleichung (17) nachzuweisen. 
Ich teile für jedes n die in (16) vorkommenden Primzahlpotenzen 

p^ in zwei Klassen-, s^ unter ihnen seien ^ Yn log n; die übrigen^ in 

der Anzahl s^, seien >ynlogn (und natürlich ^n). Die Gesamtzahl 
Si + s^ der von 1 verschiedenen Summanden in (16) heiße s. s^, 5, 
und s sind für ein bestimmtes Gleichungssystem (16) Funktionen von n, 
die sich unregelmäßig mit n verändern können. 
Die Voraussetzung ist 

(1. h., wenn k^ (p = 1, 2, • • •, sj bezw. x^ (p = 1, 2, • • •, s,) die in (16) 

Torkonmienden Primzahlpotenzen ^ ]/n log n bezw. > )/n log n be- 
zeichnen, j^ »^ 

Zu untersuchen ist der Wert von 

(18) log ]7 p« =2" *^g^" -^ ^^g *e +2 ^"^8 ^• 



Es ist 



also 



^==1 



2^ Vn log n £^ x^ £ n, 
s, ywlogw^ n, 



8^ ^ 



logn ' 



^ log x^ ^^ log n = «8 log w ^ V'n ; 
^=1 ^=1 



1) Für ^ «s bezw. 8^=^0 ist unter der betreffenden Summe auf der linken 
Seite Null zu yerstehen. 
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nach Annahme von d ist daher für alle n von einem gewissen an 

<t 

(19) ^ log x^<lYni^. 

Die erste Summe anf der rechten Seite von (18) ist 

(20) ^\ogk^£^log{ynlogn) = s,log(ynlogn)£s\og{Y'nlogn). 

Ich behaupte^ daß von einem gewissen n an die Anzahl der von 1 
verschiedenen Summanden in (16) der Ungleichnng 

genügt. Dazu ist ausreichend^ nachzuweisen, daß die Summe von 
(1 + j "7 beliebigen verschiedenen Primzahlpotenzen für alle hin- 

reichend großen n die Zahl n übersteigt^ und dies braucht nur für die 
Kl + ^ ) —^z kleinsteJh Primzahlpotenzen gezeigt zu werden. Die 

N 1 + - j -— ^^- te Primzahlpotenz ist nach Hilfssatz II 



r\j 



«■VJ 



(l + I) Yiü^, 



also von einem passend gewählten n an größer als (1 -f j Ynlögn, 

Die Summe der Primzahlpotenzen bis (l + - j }/nlogn ist aber 

mindestens gleich der Summe der Primzahlen bis (1 -f j\ Ynlögn 
und diese ist nach Hilfssatz I 

(l+-jy«logn 
2log((l + *)l/«log"») 

also von einem gewissen n an großer als n. Die Summe von 
( 1 + ^j - beliebigen verschiedenen Primzahlpotenzen würde also 
a fortiori für alle hinreichend großen n den Wert n übersteigen. 
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(21) ist also bewiesen^ und daraus folgt in Verbindung mit (20) 

2'iog *, < (i + J) ^(-jiogn+iogiog»)~(i + 1) y;^]^^ 

von einer gewissen Stelle an ist folglich 

(22) ^logh^<(l+^^V^^. 

(19) und (22) ergeben durch Addition mit Rücksicht auf (18): 

wie in (17) angekündigt wurde. Daraus folgt (15) und hieraus (14). 

Natürlich braucht nicht für jedes n die Zerlegung (4) das Maximum 
des kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Summanden wirklich zu liefern; 
dies zeigt schon der Fall n » 3 oder die Erwägung, daß, weun mehr 
Einsen vorhanden sind, als der Abstand der größten in (4) vorkommenden 
Primzahl p zur nächstfolgenden q beträgt, man das Produkt noch ver- 
größern kann, indem man p durch q ersetzt. 

Nach dem im vorstehenden bewiesenen Satz liefert die Zerlegung 
(4) in möglichst kleine Primzahlen in dem Sinne asymptotisch das 
Maximum, also die größte Ordnung aller aus n Elementen gebildeten 
Permutationen, daß für jede andere Zerlegungsreihe 

w = »1 + a, H h ay(») («=i, 8, «. • •) 

mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen F(n) 

lim inf , ^%, > ^ 1 

ist, wo N das Produkt der Summanden p von (4) bezeichnet; die 
Ordnung JV einer der kanonischen Zerlegung (4) entsprechenden Per- 
mutation steht also zur Maximalordnung f(n)=Mm der Beziehung, daß 

ist. 

Berlin, den 4. Oktober 1902. 
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Ein Übertragnngsprmzip des Herrn JB. Study. 

Von E. Müller in Wien.*) 

In der vor etwa Jahresfrist erschienenen ersten Lieferung von 
E. Study s ^yGeomdrie der Dynamenf^ wird (§23) ein Übertragungs- 
prinzip bewiesen^ das gestattet, Ton Sätzen über Strahlen im Bündel 
auf die Giltigkeit von Sätzen über Strahlen im Räume zu schließen, 
und daher die allgemeine Beachtung der Geometer verdient. Hr. Study 
gelangt zu diesem Übertragungsprinzip, indem er als Koordinaten 
einer Geraden sogenannte duale Zahlen (höhere komplexe Zahlen) ver- 
wendet; jeder Strahl wird durch die Verhältnisse dreier solcher Zahlen 
ebenso bestimmt wie ein Strahl im Bündel durch seine homogenen 
rechtwinkligen Koordinaten. Da nun mit diesen dualen Zahlen im 
allgemeinen ebenso gerechnet werden darf wie mit den gewöhnlichen 
komplexen oder den reellen Zahlen, so übersieht man, daß jedem Satze 
über Strahlen im Bündel, wenn man ihn in analytischer Form darstellt, 
sich ein Satz über Strahlen im Räume zuordnet, sobald man die auf- 
tretenden Strahlenkoordinaten als duale Zahlen betrachtet. 

Es scheint mir nun mit zu den Aufgaben dieser Zeitschrift zu 
gehören, dergleichen allgemeine Prinzipien weiteren mathematischen 
Kreisen bekannt zu machen. Deshalb versuche ich im folgenden, das 
erwähnte Übertragungsprinzip, losgelöst von den sonstigen Betrachtungen 
Hm. Studys, darzulegen und vielleicht dadurch etwas anschaulicher zu 
werden, daß ich die dualen Zahlen als geometrische Transformationen 
deute. Da es sich mir nur darum handelt, die Hauptgedanken hervortreten 
zu lassen, so gehe ich auf Ausnahmefälle nicht ein. Als bekannt setze ich 
die einfachsten Sätze über lineare Strahlenkomplexe (Gewinde) voraus.^ 

1. Die auf ein rechtwinkliges System bezogenen Plückerschen 
Koordinaten der durch die Punkte Pi{x^y ffi, z^j A(^2> Vt) ^a) ^^" 
stimmten geraden Linie sollen wie folgt bezeichnet werden: 

(1) \n=y%-yi7 ^y^^i^a-^s^i, 
U' = ^» - ^1, l- Ä^iJ/j- ^yi • 

1) Die nachfolgenden Zeilen geben den ungefähren Inhalt eines Vortrags 
wieder, den der Verfasser am 12 Jnni 1902 unter dem Titel „Über duale Linien- 
koordinaten^^ in der mathematischen Sektion der physikalisch-Ökonomischen Ge- 
sellschaft zu Königsberg i. Pr. gehalten hat. 

2) Wegen der darauf bezüglichen wenigen Literatur vgl. Study a. a. 0. p. 208. 
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Zwischen diesen sechs Zahlen besteht die Identität 



(2) 



rs + v'v + t't = 0. 



Achtet man nicht bloß auf die Verhältnisse dieser Zahlen, sondern auf 
ihre wirklichen Werte, so sind S', ri\ g' die Koordinaten der von 
ausgehenden mit PiP^ gleichen und gleichgerichteten Strecke OQ 
(siehe Figur), femer 5; Vt t die Koordinaten der Fläche OP^P^Q oder 
der doppelten Dreiecksfläche OP^P^, letztere mit Rücksicht auf ihren 
Umfahrungssinn und ihre Stellung im Räume betrachtet. Der Ausdruck 

n + vv + t't 

stellt das Volumen eines Prismas dar, dessen Grundfläche die Koordinaten 
£, 17, g und dessen Seitenkanten die Koordinaten g', rj', g' besitzen. \) 
Erföllen diese sechs Zahlen 
die GL (2), so liegt demnach 
die Strecke |', ly', t' ^^ der 
Flache |, 17, {;, und es gibt 
dann in deren Ebene eine 
einzige zur Strecke S', rj', %' 
parallele Gerade, in der eine 
mit I', 1^', 5' gleiche und 
gleichgerichtete Strecke mit 
die Flache g, 1?, % be- 
stimmt Eine Gerade, in 
der sich eine bestimmte ge- 
richtete Strecke befindet, wollen wir mit H. Grafsmann d. J. einen 
^ab nennen. Je sechs der Gleichung «2) genügende Zahlen be- 
stimmen also einen Stab. Man kann auch sagen, sie bestimmen 
eine mit %\ 17', ^ gleichgerichtete Kraft, die in Bezug auf das 
Moment |, 17, ^ besitzt. 

Deutet man |, 17, g als Koordinaten einer Strecke, so steht diese 
ZOT ebenen Fläche (|, 97, g) senkrecht, hat gleiche Größe mit ihr und 
gibt durch ihre Richtung die positive Normalenrichtung der ebenen 
Flache an. 

Alle Geraden, deren Koordinaten einer linearen homogenen Gleichung 

(3) » = a'l + 6'V+ 0% + ai; + fciy' + cg' - 

genügen, bilden einen linearen Strahlenkomplex, dessen Achse die durch 
die Strecke (a', 6', c') bestimmte Richtung besitzt. Der Komplex ist 
9gmäi (ein Strafdengebüsch), wenn die Koefßzienten a, b', c\ a, 6, c 




1) Vgl. B. Baltzer: Anal. Geometrie, Leipzig 1882, §46, 9. 
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der Gleichung (2) genügen. S ^ ist dann die Gleichung einer Ge- 
raden in Linienkoordinaten, der Achse des Strahlengebüsches. Den 
linearen Ausdruck ^ wollen wir eine Komplexgröße , a'j h\ Cy a, b, c 
ihre Koordinaten nennen. 

Bezeichnen ^^ und &^ spezielle Komplexgroßen, und laßt sich & 
in der Form 

darstellen, wo Aj und X^ Parameter bedeuten, so sind die Achsen der 
Strahlengebüsche Rj = 0, Rj = zugeordnete Gerade des Gewindes 
^ » 0, d. h. die Nullebenen der Punkte der einen Geraden gehen durch 
die andere. Zu jedem Strahle existiert ein einziger zugeordneter Strahl. 
Von besonderen Gleichungsformen des Strahlengebüsches sind ins- 
besondere die beiden: 

bemerkenswert, von denen die erste einen durch den Ursprung gehenden 
Strahl, die zweite einen unendlich fernen Strahl bestimmt. Denn die 
erste Gleichung sagt aus, daß für alle ihr genügenden Geraden PiP^ 
die ebene Figur OP^P^ die von ausgehende Strecke mit den Ko- 
ordinaten p', q, r\ enthält, daß also alle diese Geraden den durch O 
gehenden Stab p^ q\ r schneiden. Die zweite Gleichung aber si^ 
aus, daß alle ihr genügenden Strahlen zur ebenen Figur p, g, r parallel 
sind, also die unendlich ferne Gerade dieser Figur schneiden. 

Insbesondere sind S = 0, iy = 0, 5 = die Gleichungen der Ko- 
ordinatenachsen und S == 0, 1^' =» 0, 5' == die Gleichungen der un- 
endlich fernen Geraden der Koordinatenebenen. 

ist dann nach einer früheren Bemerkung die Gleichung der zur Achse 
von ^ =" senkrechten unendlich fernen Geraden. 

Lautet die Gleichung der einzigen, %' bezüglich des Gewindes fi » 
zugeordneten Geraden, also der Achse des Gewindes, 21 = 0, so läßt 
sich die Komplexgröße ^ in der Form 

darstellen. Daraus folgt aber, daß die Komplexe 

ebenfalls %, und %! als zugeordnete Geraden besitzen, oder daß die 
Komplexe ^ -\- X%' ^^ mit ^ koaxial sind; femer daß die Gleichung 
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jedes mit ft = koaxialen Komplexes die Form S + /LH' = haben 
muB. Wegen der Wichtigkeit dieser Tatsache für die folgenden Be- 
trachtungen sprechen wir sie in dem Satze aus: 

Ist 

die Gleichung eines linearen StraMenkomplexes, so sind die Gleichungen 
sämÜtdier mit ihm Jcoaxiaien Komplexe und keine anderen in der Form 



+ x{ar + Vn + et) - 

darsleVbar. 

Alle mit einem linearen Strahlenkomplex koaxialen bilden einen 
Büschel (eine zweigliedrige Gruppe nach Plücker). 

2. Übt man auf die Variablen |, i?, g, |', 17', g' eine lineare 
homogene Transformation T aus^ so wird jeder lineare Strahlenkomplex 
wieder in einen solchen transformiert. Sind Tj, Jj, . . ., T^ andere 
solche Transformationen^ so kann jede durch Zusammensetzung daraus 
hervorgehende Transformation mit TT^. . .T^ bezeichnet werden. Man 
nemit sie das Produkt der einzelnen Transformationen^ weil dafdr das 
assoziative und^ bei geeigneter Festsetzung des Begriffs der Summe 
zweier Transformationen^ auch das distributive (im allgemeinen aber 
nickt das kommutative) Gesetz gilt. 

Wir betrachten jetzt die besondere Transformation 

r-o, i = r, 

mit Tenehwindender Determinante. Durch sie wird jede Gerade durch 
den Ursprung (als Achse des Strahlengebüsches) 

in die dazu senkrechte unendlich ferne Gerade 

1>'I' + ?'i}' + rT = 

transformiert und jede unendlich ferne Gerade 

zum Verschwinden gebracht. Allgemein wird jede Komplexgröße ß 
(GL 3) durch diese Transformation in 



108 E. Möller: 

also jeder Strahlenkomplex in denjenigen speziellen Komplex über- 
geführt, dessen Achse die zur Achse von S senkrechte unendlich ferne 
Gerade ist. 

Bezeichnet man diese besondere Transformation mit £ und die 
Größe, in welche eine Eomplexgröße & infolge der Transformation 3 
übergeht, mit &£ oder sS, dann gelten die Gleichungen 

(4) ß£ = £ft = a'r + b'ri' + c'i\ 

(5) ^SB = Sfi* = 0. 

Für die speziellen Komplexgrößen |, Vy ^7 i\ v'y V folgt daraus 

i5 = r, i'£ = o, 

(6) ri£ = rj', rj's = 0, 

Da demnach 

Sa = a' • |f + &' • i^£ + c' • ff + a • g'f + 6 • i^'f + c • 5'« 

ist, so erkennt man unmittelbar, daß für die Operation Sb das distri- 
butive Gesetz 

oder allgemeiner 

(7) (S^ + ßj + . . . + S„)b = Äi£ + ß,£ + . . . + ß,£ 

gilt, und femer für eine reelle oder gewöhnliche komplexe Zahl m 

(8) ftw6 = ^Bm = w • Sfi 

ist. Die eindeutige und distributive Verknüpfung Sb wollen wir eine 
' Multiplikation nennen. 

Auch die Multiplikation von £ mit einer reellen oder komplexen 
Zahl ist äquivalent einer linearen Transformation der Strahlenkoordinaten 
I, riy 5, I', ri\ %\ Bezeichnen m' und w, wie überhaupt kleine latei- 
nische Buchstaben, solche Zahlen, so kann man aus ihnen und der 
Transformation b eine neue Transformation m' + mB ableiten, die durch 
die Gleichung 

(9) ft(m' + wfi) == Am' + Rw£ - m'ß + w • ftf 

definiert sein soll. Die eindeutige Verknüpfung fi!(m' + we) befolgt 
gleichfalls das distributive Gesetz 

(10) (St\ + ^^{m + mb) = fti(m' + m«) + ^{^n + mb) 

und soll daher als Multiplikation betrachtet werden. Aus Gl. (9) laßt 
sich sofort eine wichtige Eigenschaft der durch Multiplikation mit 
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m' + tns aus & hervorgehenden Komplexgröße ersehen. Da nämlich 
Ss = S' ist, so ist 

ft(w' + ms) - m'& + w«', 

stellt also, gleich Nnll gesetzt, nach 1 einen mit & koaxialen Komplex 
dar. Wir haben demnach den Satz: 

Durch MtdtiplikaHon mit einer Transformation der Form m' + me 
geht jede Komplexgröße in eine koaxiaie über. 

Zwei Transformationen nennt man dann und nur dann gleich, 
wenn sie, auf gleiche Objekte ausgeübt, gleiche Resultate liefern. Zwei 
Transformationen der Form m' + ms werden wir daher dann und nur 
dium gleich nennen, wenn sie, mit gleichen Komplexgrößen multipliziert, 
stets gleiche Größen geben. Im Hinblick auf die Gleichungen (5) und 
(8) gelten nach dieser Festsetzung für unsere Transformation s die 
Gleichungen 

(11) e» = 0, 

(12) ms =« sm. 
Ferner folgt aus 

ß(m' + ms)(n + ns) - (Rm' + ffm«)(n' + ns) 

= ft[iM'n' + (»ww' + m'n)6] 
die Gleichung 

(13) (w' + ms)(n' + ns) = m'n' + (ww' + m'n)s 

— (n + w£)(m' + ms), 

welche aussagt, daß die Multiplikation (Zusammensetzung) unserer 
Transformationen nicht nur assoziativ, sondern auch kommutativ ist, daß 
ferner das Produkt beliebig vieler Transformationen wieder eine Trans- 
formation derselben Art liefert. 

Bezeichnet man Transformationen der Form m' -\- ms mit kleinen 
griechischen Buchstaben, so erkennt man durch eine ähnliche Schluß- 
weise die GKÜtigkeit des distributiven Gesetzes 

(14) (a + ß)y ^ay + ßy 

for die Multiplikation dieser Transformationen. Zusammenfassend kann 
man sagen: 

Für die Addition und Multiplikation von Transfortnationen der 
Form m' + ms gelten dieselben formalen Gesetze wie für die gewöhn- 
lichen komplexen Zahlen, 
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Wir nennen mit Hm. Study m' + ms eine diuile Zahl, m' ihren 
skalaren, m ihren veJUorieüen Teil. 

Eine duale Zahl ist dann und nur dann Null, wenn sowohl der 
skalare als der v^ektorielle TeU yerschwinden. Beim Rechnen mit diesen 
Zahlen ist wohl zu heachten, dafi ein Produkt auch yerschwinden kann, 
ohne daß einer der Faktoren verschwindet; Gl. (13) z. 6. zeigt, daß 
das Produkt aus zwei Faktoren schon verschwindet, wenn deren skalare 
Teile Null sind. Man darf also aus dem Verschwinden eines Produktes 
nkht auf das Verschwinden eines der Faktoren schließen. 

Die Division durch eine duale Zahl ist eindeutig, solange deren 
skalarer Teil nicht Null ist (Study, a. a. 0. p. 197). In demselben 
Falle ist die Quadratwurzel aus einer dualen Zahl (zweideutig) bestimmt. 

3. Mit Hilfe dieser dualen Zahlen läßt sich jede beliebige Komplex- 
große in derselben Form darstellen, wie die den Strahlen durch O 
entsprechenden speziellen Komplexgrößen mittels reeller oder gewöhn- 
licher komplexer Zahlen. In der Tat erhält 

unter Beachtung der drei ersten Glchgn. (6) die Form 

^ = al^ + b'ri + c'i + a ' U + b ' fis + c ' U 
= (a' + a6)i + (&' + bE)ri + (c' + ce)i 

oder, wenn man die drei in den Klammem stehenden dualen Zahlen 
bezüglich mit a, ß, y bezeichnet, 

(15) ^-aJi + ßri + yt. 

Hierin sind a| = 0, /Jiy = 0, yj; = die Gleichungen von Komplexen, 
deren Achsen die drei Koordinatenachsen sind, und Gl. (15) spricht die 
geometrische Tatsache aus, daß es zu jedem linearen Strahlenkomplex 
St drei eindeutig bestimmte, mit den Koordinatenaxen koaxiale 
Komplexe gibt, die einem durch fö gehenden Bündel (einer drei- 
gliedrigen Gruppe) angehören, a, /}, y sollen die dualen rechtwinkligen 
Koordinaten des Komplexes St heißen. 

Die dualen rechtwinkligen Koordinaten aller mit ß koaxialen 
Komplexe sind nach obigem in der Form ^a, fi/SJ, fiy darstellbar, wo 
fi eine duale Zahl mit nicht verschwindendem skalaren Teile bezeichnet. 
Das Verhältnis aißiy bestimmt daher einen Büschel koaxialer Komplexe, 
mithin auch die ihnen gemeinsame Achse. Je drei duale Zahlen lassen 
sich demnach als homogene duale Koordinaten eines Strahles ansehen. 

Die Bolle der Koordinatenachsen können irgend drei Komplexe 
&if ^s; ^8; ^^^^^ Achsen nicht derselben Ebene parallel sind, über- 
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nehmen. Denn nach Gl. (15) lassen sich diese Eomplexgrößen in den 
Formen 

darstellen. Daraus rechne man ^^ r^^ g als Determinantenquotienten 
ebenso^ als wenn a^f ß^y y^ reelle Zahlen wären. Da der skalare Teil 
der im Nenner stehenden Determinante [cciß^y^- die Determinante 
loii^c^l ist^ deren Elemente die rechtwinkligen Koordinaten der Richt- 
strecken der Grewinde- Achsen sind^ die nicht einer Ebene parallel sein 
sollen^ so ist dieser Teil von Null yerschieden, die Diyision dnrch 
|(Ei^7', I mithin eindeutig. Setzt man diese Ausdrücke für ^, i], % in 
die beliebige Komplexgröße 

^ai + ßri + ri 



ein, so erhalt man, wie beabsichtigt, S mittels dualer Zahlen aus S^, 
£,, fig abgeleitet in der Form 

(16) ß = fh«i + ftft« + f^8ß«. 

Diese Qleichung spricht den folgenden geometrischen Satz aus: 

yfDurch jeden linearen Komplex des Baumes geht ein Komplexen- 
bünddy welcher drei gegebene Büschel koaxialer Komplexe^ deren Achsen 
nicht derselben Ebene pa/rcMd sind, schneidet, d. h, der mit jedem Büsclid 
emen Komplex gemein hcU.*^^) 

Wie sich also jede Strahlengröße eines Bündels z. B. durch 
(d. h. die linke Seite der Gleichung eines Strahles im Bündel) aus drei 
Strahlengrößen, deren zugehörige Strahlen nicht in einer Ebene liegen, 
mittels reeller oder gewöhnlicher komplexer Zahlen ableiten läßt, so 
ist jede Komplexgröße aus irgend drei Komplexgrößen mittels dualer 
Zahlen ableitbar. Daraus folgt schon, daß sich die Sätze über Lagen- 



1) Dieser Satz gilt auch fär drei beliebige Komplexbüschel, wenn sie nur 
nicht einem Komplezgebiete 5. Stufe angehören. Betrachtet man die linearen 
StnMenkomplexe als Punkte eines Gebietes 6. Stufe (einer linearen Mannigfaltig- 
keit yon 5 Dimensionen), so sagt der Satz aus, daß durch jeden Punkt p dieses 
Gebietes ein Gebiet 3. Stufe geht, das drei gegebene Gebiete 2. Stufe B^^ JB, , B^, 
die nicht in einem (Gebiete 5. Stufe liegen, schneidet, was sich fast von selbst 
versteht. Durch je zwei der Gebiete B^ und durch p sind n^m^ch drei Gebiete 
5. Stufe legbar, die sich in einem Gebiete 3. Stufe schneiden; da selbes durch 
p geht und mit jedem der Gebiete B. in einem Gebiete 4. Stufe liegt, also jedes 
B. schneidet, so ist es das verlangte. 
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beziehangeD von Strahlen im Bündel unmittelbar auf lineare Strahlen- 
komplexe werden übertragen lassen. Man hat nur die ein£EMihen 
Gleichungen, welche solche Lagenbeziehungen im Bündel aussprechen, 
für die Strahlenkomplexe geometrisch zu deuten. 

4. Vor allem ist die Frage zu beantworten, welche Lage drei 
Komplexe besitzen, zwischen deren Eomplexgrößen 9, S3, (£ eine 
lineare Gleichung 

besteht? 

MultipUziert man diese Gleichung mit einer solchen dualen Zahl, 

daß S in die die Achse von S darstellende spezielle EomplexgröBe d 
übergeht, so erhalt man 

d. h. die drei Komplexe £, ätt und ^99 bilden einen Büschel. Die 
gemeinsame Normale der Achsen von ä9 und /3S3 gehört beiden Kom- 
plexen, mithin auch dem speziellen Komplexe S an, schneidet daher 
die Achse des Komplexes S. Diese gemeinsame Normale gehört aber 
auch den Komplexen aV, und /}93, mithin dem Komplexe S an, und 
da sie dessen Achse schneidet, muß sie sie nach einem bekannten 
Satze orthogonal schneiden. Die Achsen der drei Komplexe werden 
demnach von einer Geraden orthogonal geschnitten oder gehören, nach 
einer Studyschen Ausdrucksweise, dem Normdiennetz einer Geraden 
an. Von diesem Satze gilt auch die Umkehrung: Gehören die Achsen 
dreier linearen Strahlenkomplexe dem Normalennetz einer* Geraden 
an, so besteht zwischen ihren Komplexgrößen tt, 93, S eine Gleichung 

©=,«« + /JJB. 

Dieselbe Gleichung sagt, wenn a und ß reelle Zahlen bezeichnen und 
9 = 0, 83 = Gleichungen Ton Strahlen im Bündel sind, aus, daß die 
drei Strahlen einem Büschel angehören; mithin haben wir den Satz: 

yyZufolge unseres tJhertragungsprinzipes entspricht einem Büschd im 
Bündel das Normaiennetz einer Geraden" 

Dem gemeinsamen Strahle zweier Büschel im Bündel entspricht 
der gemeinsame Strahl zweier Normalennetze. 

Nachdem man die geometrische Bedeutung einer durch duale 
Zahlen vermittelten liaearen Beziehung zwischen drei Komplexgrößen 
kennt, ist es leicht, zu jedem Satze über Lagenbeziehungen im Bündel 
den analogen für Strahlen im Räume anzugeben, der also durch genau 
die gleiche Rechnung bewiesen wird, nur daß das eine Mal reelle 
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(oder gewöhnliche komplexe) Zahlen^ das andere Mal duale Zahlen 
auftreten. 

Dem Desarguesschen Satze über Perspektive Dreikante im Bündel 
entspricht z. B. nach diesem Ühertragongsprinzip der folgende: 

Sind vier Strahlen ®, %, SB, S gegeben, und tcoMt man in den durch 
@ und die drei übrigen Sirahlen bestimmten NorrAdlenneUien die StraMen 
9', 8', ©'; dann gehören die gemeinsamen Strahlen der Normalennetze 
(«8) und («'18')» (»®) «*wd (a'C). (®«) wnd (6'«') wieder einem 
Ncrmälennetee an. 

Dem Pascalschen Satze für einen in zwei Strahlenbüschel de- 
generierten Kegel ordnet sich der folgende zu: 

In ewei Normalennetzen nehme man beziekungsweise die Strählen- 
Mpd %«, a und n\ S; S' an. Bezeichnet («8' • «'8) den gemein- 
Samen Strahl der beiden Normalennetze («8') und («'8), dann gehören 
die Strahlen («8' • «'8); (8(£' • 8'IS), ((£«' • f&'%) wieder einem 
Normalennetze an. 

5. Das obige Übertragungsprinzip ist jedoch nicht bloß auf Lagen- 
beziehungen sondern auch auf metrische Beziehungen im Bündel an- 
wendbar. Man braucht nur jene Gleichimgen, die metrische Beziehungen 
ron Strahlen im Bündel ausdrücken ; für den Fall zu deuten^ daß die 
auftretenden Koordinaten duale Zahlen sind. 

Für die metrischen Beziehungen im Bündel durch den Koordinaten- 
ursprong spielt nun^ wenn 

• ^-a^i + hri + c^t 

zwei Strahlengrößen d. h. ^^0, 81, = Gleichungen von Strahlen 
durch sind^ vor allem der Ausdruck 

a^a^ + b^b^ + c^c^ 

eine wichtige Rolle, den wir kurz mit [81^ 1 81,] bezeichnen wollen. 
Sein Verschwinden sagt aus, daß die beiden Strahlen aufeinander senk- 
recht stehen. 

Für zwei Komplexgrößen 

^i-^A + ßiV + Vit, 

wo 

«i^ai + ai«, Ä = fti + &if, Yi^ci + c^B, 

a^'-^ai + a^s, ßf^bi + b^B, y« = ci + Cjf, 

AichiT der Mitthematllc ubcI Physik. III. Beihe. V. 8 



114 * E. Müllbb: 

lautet nun der entsprechende Ausdruck 

(17) [ffj «,]=»«! «, + AA + ny, 

+ cici + CiCi)ß. 

Dieser Ausdruck y erschwindet dann und nur dann, wenn gleichzeitig 

(18) aiai + bibi + dci = 
und 

(19) ai<h + Äiai + 6^62 + bibi + cic% + Ctci = 0. 

Von diesen beiden Gleichungen sagt die erste die Normalitat der 
Achsen, die zweite die involutorische Lage der beiden Komplexe aus. 
Wegen 

verschwindet aber mit [ßil^J auch [(h^ilt^i^]? ^- ^' wenn ft^ und 
ß, involutorisch liegen, so gilt dasselbe für je zwei mit S^ und St^ 
koaxiale Komplexe. Daraus folgt, daß die Achsen yon &^ und fö, 
selbst einander schneiden müssen. Wenn also [S^ \ ^] » ist, so 
schneiden sich die Achsen der beiden Komplexe orthogonal. 

Aber auch die Umkehrung ist richtig. Schneiden luLmlich die 
Achsen der beiden Komplexe einander rechtwinklig, und bezeichnet 
man die diese Achse darstellenden speziellen Komplexgrößen mit ß^, 

R„ so ist [ßi 1 8j] = und, wegen Kj = (i^Si^ ft, == fi^^«; *^^^ [®i 1 ®»] 
=» fii|[ts[Mi lÄj] == 0. Damit ist der Beweis für den Satz erbracht: 

Bezeichnen R^ und ^ Komplexgrößen, deren mgekörige KomplesLe 
im Endlichen gelegene Achsen besitzen, so ist [ft^ \^] — die notwendige 
tmd hinreichende Bedingung dafür, daß diese Achsen einander recht- 
winklig schneiden. 

Für unser Übertragungsprinzip folgt daraus: 

Zwei rechttvinkligen Strahlen im Bündd entsprechen zwei Gewinde, 
deren Achsen sich rechtwinklig schneiden. 

Drei aufeinander senkrecht stehenden Sirahlen im Bündel entsprechen 
drei Gewinde, deren Achsen sich in einem Punkte senkrecht schneiden. 

Eine lineare homogene Gleichung zwischen den dualen Koordinaten 

a, ßy y eines Gewindes ^ (oder den homogenen dualen Koordinaten 

seiner Achse) 

xa + kß + ny^O 

bestimmt das Normalennetz der Achse desjenigen Gewindes £, dessen 
Koordinaten x, A, fi sind, da die Gleichung aussi^ daß [£ | ft] » ist. 
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Dem Strahlenbüschel im Bündel ist daher^ wie wir schon früher sahen^ 
das Normalennetz zugeordnet. 

Allgemein wird durch jede homogene Gleichung zwischen den 
dualen Koordinaten a, ß, y eine Strahlenkongruenz bestimmt^ da eine 
solche Gleichung zwei Gleichungen zwischen den Plückerschen Strahlen- 
koordinaten äquivalent ist. 

Zwei zu einander senkrechten Ebenen (oder Strahlenbüscheln) im 
Bündel entsprechen zwei Normalennetze 

xa + A/J + fiy = 0, 

% a + A'/J + yJ y = 0, 

Ar welche 

xx' + XX' + ftfi' = 

ist, deren Achsen also einander rechtwinkelig schneiden. Für das Über- 
tragongsprinzip gilt demnach auch der Satz: 

Normalen Ebenen (oder Strahlenbüscheln) im Bündel entsprechen im 
Bemme Normalennetge, deren Achsen sich rechkvinJdig schneiden. 

Hiernach lassen sich auch zu yielen metrischen Sätzen im Bündel 
die infolge unaeres Übertragungsprinzips analogen Sätze unmittelbar 
angeben. Z. B. entsprechen einander die beiden Sätze: 

Wähit man im Bündel drei nicht WähU man im Ba/ume drei nicht 

in einer Ebene liegende Strahlen derselben Ebene parallde Sirahlen 

(Dreikant) und sucht m je zweien und sucht zu je zweien den sie recht- 

den gemeinsamen NormalstralUy dann winklig schneidenden Strahl (gemein' 

haben die drei Büschd, die jeder samen Normalstrahl), dann haben 

Strahl mit dem Normalstrahl der die drei Normalennetze, die jeder 

beiden anderen bestimmt, einen Strahl Strahl mit dem Normalsirahl der 

gemeinsam. beiden anderen bestimmt, einen Strahl 

gemeinsam. 

Der Satz links ist der bekannte über die Höhenebenen eines Drei- 
kantS; der Satz rechts ist identisch mit dem Ton J. Petersen und 
F. Morley gefiindenen Satze. ^) Was die Übertragung anderer 
metrischer Beziehungen anbelangt^ so verweise ich auf E. Study, 
e. d. D. § 24. 

In der nächsten Nummer soll noch der interessante Satz bewiesen 
werden, daß zufolge unseres Übertragungsprinzipes jeder Bewegung im 
Bündel eine Bewegung im Räume entspricht. 



1) Ygl E. Study, G. d. D. p. 107. 

8' 
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6. Für zwei gleiche Eomplexgrößeu geht Gl. (17) in die folgende 
über: 

(20) [ft I Ä] = a^ + 6'» + c'* + 2 {aa + h'h + c'c)b. 

Hierin ist der skalare Teil a^ + h'^-\-c'^ das Quadrat der Länge der 
Achsenstrecke; der vektorielle Teil a'a + 6'6 + c'c die bilineare In- 
variante des Komplexes. Genügt die Größe $ der Gleichung 

[Ä|ft] = l 

oder^ was dasselbe ist, den beiden Gleichungen 

a'«+6'> + c'« = l, 

aa + h'h + c'c = 0, 

so ist der Komplex ein spezieller, und seine Achse besitzt die Länge 
Eins; ^ stellt daher dann einen Strahl von der Länge Eins dar. 

Bestehen zwischen drei Komplexgrößen ß^, ^, ^ dieselben sechs 
Bedingungsgleichungen wie zwischen drei aufeinander senkrechten 
Einheitsstrahlen im Bündel, lulmlich 

dann werden durch sie ebenfalls drei sich in einem Punkte rechtwinklig 
schneidende Einheitsstrahlen bestimmt; sie gehen aus dem ursprüng- 
lichen Achsenkreuz durch eine Bewegung hervor, wenn noch 

I d'ib^Cz I = + 1 

oder, was damit identisch ist, 

«lArsH + i 



ist. 

Eine jede Bewegung im Bündel, also jede Rotation um einen Strahl 
des Bündels, läßt sich durch eine orthogonale Transformation von der 
Determinante + 1 darstellen. Übt man nun auf die Koordinaten a, /3, y 
eines Komplexes ß die entsprechende Transformation 



(23) 
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BxiBy wo die dualen Koeffizienten ft^^^ den sechs Bedingungsgleichungen 
einer orthogonalen Transformation 

genügen und 

(23') !/»«!- + 1 

ist, dann erhält man fiir 

R-cci + ßn + yt 

den Ausdrack 

Bezeichnet man die in den Klammern stehenden Komplexgrößen be- 
züglich mit ^y ^y ^, so gelten zufolge der Gleichungen (23) und 
(23') far sie die Gleichnngen (21), und die Determinante aus ihren 
Koeffizienten hat den Wert + 1; sie bestimmen demnach ein recht- 
winkliges Achsenkreuz, das aus dem ursprünglichen durch eine Be- 
wegung hervorgeht. In Bezug auf dieses Achsenkreuz besitzt der 
Komplex ft dieselben Koordinaten, also auch dieselbe Lage wie der 
Komplex 

in Bezug auf das ursprüngliche Achsenkreuz. Je zwei durch die obige 
Transformation einander zugeordnete Komplexe ^' und ^ kommen 
mithin infolge derjenigen Bewegung zur Deckimg, die das ursprüugliche 
Achsenkreuz in das neue überführt, oder 

die der orthogonalen Transformation im Bündd durch das Study- 
sche Ubertragungsprinjrip zugeordnete Transformation ist eine Bewegung 
des Baumes. 

umgekehrt sieht man leicht, daß jede Bewegung sich als eine 
solche Transformation in Strahlenkoordinaten darstellen läßt. 

Anmerkung, Ähnlich wie man nach Cayley die Znsammensetzung zweier 
Drehungen eines KOrpers um einen Punkt mittels Quatemionen darstellen kann, 
läflt sich die Zasammensetznng zweier beliebigen Bewegungen mittels komplexer 
Zahlen, die den Quatemionen analog aus dualen Zahlen gebildet sind, darstellen. 
Sei 
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eine solche Größe (Biqnaternione), 

^ = a^ — «1 ^1 — «1 ^1 — «8 ^8 
ihre konjugierte, so stellt die Transformation 

eine Bewegung dar, wenn die durch Nebeneinanderstellung der Größen angedeutete 
Multiplikation nach denselben Gesetzen wie bei den Quatemionen ausgeführt wird. 
Einer anderen Biquatemione Q' wird die Bewegung 

X, = Q'X, W 

entsprechen. Die aus der Aufeinanderfolge beider Bewegungen entspringende 
neue Bewegung ist dann __ 

entspricht also der Biquatemione Q'Q. 

Königsberg i. Pr.^ im August 1902. 



Distanzrelationen zwischen Punkten und Geraden der 
Ebene sowie Pnnkten und Ebenen im Ranme. 

Von Eazimierz Cwojbzd^ski in Berlin. 

Wir wollen im folgenden allgemeine Relationen entwickeln^ welche 
einerseits zahlreiche metrische Relationen am Dreieck als Spezialfälle 
enthalten^ andererseits mit Vorteil bei der EinfUhrung in das System 
der Dreiecks-, bzw. Tetraeder -Koordinaten verwendet werden können. 
Die Beziehungen zwischen den Koordinaten einer Geraden, bzw. Ebene 
und eines in ihr liegenden Punktes zu einander treten klar hervor, und 
manche Formel, wie diejenige für die Entfernung eines Punktes von 
einer Geraden, bzw. Ebene, deren Gleichung in homogenen Koordinaten 
gegeben ist, ergibt sich ohne besondere Rechnung hier von selbst. 

!• Beziehungen von vier Punkten zu vier Geraden in der Ebene. — 
^"■^ cc^s (a;,cos 9^ + y^sin q>^ - pj) 

gesetzt, so besteht nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten 

die Identität: 

— cos 9i — sin 9i 

— cos g?2 — sin q>^ 

— cos q>^ — sin q>^ 

— cos 9>4 — sin q>^ 



(1) 



cc. 



ij 



(«,j = l, 2, 3, 4) 



SCt CCi 



Vi 

1 





i 

Vi 

1 





Vi 

1 





Vi. 
1 





A 





Pt 





Pt 





P* 






= 0. 
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Da Uij die Länge des Lotes darstellt^ welches von P^ mit den karte- 
gischen Koordinaten Xf, y^ auf die Gerade G^ = a:cos 9^ + ysin 9?^ — jp^ = 
gefallt wird, so erhalten wir 

Theorem I. Fallt ma/n von vier beliebigen Punkten auf vier beliebige 
Geraden einer Ebene die sechzehn Lote, so ist die Determinante, gdnldet 
aus den Längen dieser Lote, | «^^ | = (,-, ^=1, j, j, 4). 

Der Satz gilt ohne weiteres fQr n Punkte und n Gerade, wenn n ^ 4. 
Um anzudeuten, daß eine der 4 Geraden, etwa G^, ins Unendliche 
rückt, setzen wir 0^14 = «24 = «»4 = «44; dann geht Gl. (1) über in 

^l «18 ^8 1 



(2) 



a. 



a. 



«i 



-0, 



^41 •♦4J ^4& 

und dies ist eine Belation zwischen vier Punkten und drei Geraden. 

2, Anwendung a/uf die Berührungskreise des Dreiecks. — Wahlen 
wir die Punkte P^, P, und P, so, daß sie in die Schnittpunkte der 
Geraden G^, G^, öj fallen, wobei P^ und G^ gegenüberliegen, und be- 
zeichnen mit h^ das Lot von P^ auf G^ (Höhen des Dreiecks), so 
müssen wir setzen: 



«la = «13 = 



«21 = «2S = 
«81 = «82 = 

alsdami geht Gl. (2) über in 



«11 = K> 

«5» = *8» 









h 




s 



tt 



oder entwickelt 

(3) 



«1 



'41 



a 






K 

48 «48 



1 
1 
1 
1 



= 



Äj Äg Äj 



Lassen wir nun P^ der Reihe nach Mittelpunkt des Inkreises zum Drei- 
eck G^G^G^, dann Mittelpunkt der drei Ankreise werden und be- 
zeichnen die Radien derselben mit q, q^, q^, q^, so haben wir in (3) 
nach einander zu setzen 

+ «41 =* + «48 = + «48 = P7 

— «41 == + «48 = + «48 = Pn 
+ «41 = — «4, = + «43 = Pj, 

+ «41 = + «48 = — «48 == 
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nnd wir erhalten demgemäß die 4 Formeln 



+ 


K 


+ 


1 


+ 


^3 


1 








1 






1 


~ 


\ 


+ 


»1 


+ 


^8 


"V^^ 








1 






1 


+ 


*i 




Ä, 


+ 


Äj 


— , 








1 






1 


+ 


Ä, 


+ 


h. 


"^^ 


Ä, 


P3 



Setzen wir dagegen in (2) 



«21 == -- «22 = «28 = 92^ 
«81 = «82 == — «88 ==* P8> 



a 



4X 



«42 = «48 ==- P 



SO erhalten wir 



l + JL + JL^l. 

9i 9% (9 9 



Man kann in ähnlicher Weise nach Belieben weitere Formeln herleiten; 
wir haben nur die wichtigsten erwähnt, welche sich in der Arbeit 
Steiners ^^Cercles qoi touchent . . /^ in Gergonnes Annalen yorfinden. 

3, Die trimetrische Gleichung des Punktes und der Geraden, — 
Setzen wir voraus, daß einer der vier Punkte in einer der vier Ge- 
raden liegt, etwa P^ in G^, so ist a^ = 0. Wählen wir dann der 
besseren Unterscheidung wegen 



a 



i4 " 


«11 a« «1« «^ 


(.■=1,2, J), 




<«»1 «M «JS "» 
a»i «8» «M «» 


= 0. 




1 2 S 





80 ergibt sich 

(4) 



Wenn die u^ gegeben sind, die x^ aber als variabel gedacht werden, so ist 
Gl. (4) die Gleichung der Geraden G^^; umgekehrt bedeutet sie die Gleichung 
eines Punktes (PJ, falls die a;^ gegeben, die u^ aber veränderlich sind. 
Diese Gleichung nimmt gleichzeitig ein Beziehungsdreiseit G^G^G^ 
und ein Beziehungsdreieck P^P^P^ in Anspruch. Denken wir uns die 
P^ als Ecken des Dreiecks 6r^, so entsteht aus (4) 

\ u^ 








K Uc 



"2 



A3 fij 




JUi U/Q lA/9 



= 0, 
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oder 






Dies ist die bekannte Normalform der trimetrischen Gleichung des 
Punktes oder der Geraden. 

Eine Relation zwischen den Koordinaten eines beliebigen Punktes 
Xj : x^ : x^ haben wir schon in der Gleichung (3) gegeben^ welche mit 
den neuen Bezeichnungen die Form annimmt: 

?1 4- ^- -u ^ = 1 
Um nun die Entfernung 8 des Punktes Xi',x^\ x'z von der Geraden 

zu finden^ brauchen wir nur von der Gleichung auszugehen 

Ai Wj 
Aj w, 



Ä. W3 

t t ' ft 

Xi X^ Xz 



= 0, 



welche liefert 



WiOJi 



d-^P + 



UgiTg 



+ 



u«x 



3'*'3 



h ' 



d. h. man erhält die Entfernung eines Punktes xi von der Geraden 



8 



indem man für die laufenden x^ die xi setzt. 
4. Erweiterung für den Raum, — Wird 

^ij *= — (^iCOsa^. + f/iCOsßj + J^iGOsyj—pj) 
gesetzt^ so liefert die Multiplikation der Determinanten 

— cos «1 — cos ß^ — cos y^ p^ 

— cos «2 — cos jSj — cos y^ p^ 



1 S S 4 Ö 



daB 
(5) 



11111 




cos «5 — cos ß^ — cos ^5 /)5 



a<,.| = 



(f,i=:l, 8, 8, 4, 6). 

Daher: 

Theorem IL Die Determinante, gebildet aus den 25 von fünf Punkten 
des Baumes OMf fünf beliebige Ebenen gefäJUen Loten, beträgt Null, 
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Der Satz gilt für n Punkte und n Eben^ faUs n ^ 5. Rückt eine 
der 5 Ebenen, etwa E^, ins Unendliche, so ist «is = «js = «35 = «45 = «55 
und demgemäfi 

«11 «U ^5 «14 1 

= 0. 



«61 «62 «68 «64 1 

Dies ist die Bdation zvoischen 5 Putücten und 4 Ebenen. 

Hieraus ergeben sich FormeLi für das Tetraeder, die denen analog 
sind, welche wir für das Dreieck bereits entwickelt haben, wie z. B. 

^1 Pi ^8 ^4 *" e ' 

1,1,1,1 1 
r- + ir + r- + ir- = — u. s. w. 

\ ^ \ K 9 

Setzen wir schließlich in (5) 

«55 = 0, «,-5 = U^y a^i^X^ (i«i, 2, 8, 4), 

SO erhalten wir die Gleichung einer Ebene in x^ oder eines Punktes in u^ 



«11 «12 «18 «14 ^i 



«41 «42 «43 « 



44 W4 



U/1 Xa 



x^ x^ 







= 0. 



In dem besonderen Falle, wo die vier Fundamentalponkte Ecken 
des FundamentalTierflachs werden, geht die obige Gleichving über in 

/«i Ml 

Ä, M, 

Ä, «8-0, 

a ht u^ 

Xi X2 x^ x^ v 



oder entwickelt 



Ä, "^ Ä, "^ Ä, ^ h, -''• 



Dies ist die übliche Gleichung des Punktes oder der Ebene. 
Berlin, Januar 1901. 
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Der Charakter der Betriebskiunren eines Gleichstrommotors 

mit Nebenschlnßerregimg. 

Von Fbitz Emde in Berlin. 

Die Gleichstrommaschine mit Nebenschlußerregong^) ist die ver- 
breitetgte elektrische Maschine. Die mittleren und kleinen Modelle werden 
meist als Motoren , die großen meist als Generatoren benutzt. Ein 
Nebenschlußmotor findet sich wahrscheinlich auch in jedem physikali- 
schen Laboratorium^ das Anschluß an das Leitungsnetz einer Gleich- 
stromzentrale hat. Daher ist die Kenntnis seiner Eigenschaften, soweit 
diese von selbst in die Augen springen, auch ziemlich yerbreitet. Die 
ein&chen quantitativen Beziehungen, die hier erörtert werden soUen, 
und die eine gute Annäherung an die wirklichen Verhältnisse sind, 
scheinen jedoch, wenigstens nach der physikalischen Literatur zu 
urteilen, nicht so allgemein bekannt zu sein. Diese Beziehungen bieten 
kein besonderes mathematisches Interesse. Ihr Wert liegt allein in 
ihrer Anwendung. Für diese ist es aber wichtig, daß man den gesamten 
Verlauf jeder auftretenden Funktion vollständig überblickt und auch 
ihre ausgezeichneten Werte leicht erkennt. Deshalb soUen hier aUe 
vorkommenden Funktionen, auch ganz einfache, durch kartesische Koor- 
dinaten bildlich dargestellt werden. Da man femer in Wirklichkeit 
nicht aUe möglichen, sondern nur zweckmäßige Größenverhältnisse wählt, 
diese aber zwischen ziemlich enge Grenzen eingeschlossen sind, so soll 
die ganze Betrachtung an einem durchgehenden Zahlenbeispiel veran- 
schaulicht werden, damit man leichter erkennt, was wichtig ist und was 
nebensächlich. Dies bietet auch einen Vergleich, wenn der Leser die 
hier vorgetragenen Entwicklungen auf Motoren anwenden will, an denen 
er selbst Messungen anstellen kann, oder für die ihm Zahlenunterlagen 
zur Verfügung stehen. Auf technische Einzelheiten, die nur den 
Fachmann interessieren können, soU hier jedoch nicht eingegangen 
werden.*) 



1) Über die hier als bekannt vorausgesetzten Grundbegriffe kann man sich 
leicht und schnell orientieren durch das kleine Buch: Elektrische Ströme von Emil 
Cohn (Leipzig 1897). 

2) Näheres findet man z. B. in folgenden Spezialwerken: 1) Elektrische 
Oleichstrommaschinen von J. Fischer-Hinnen, 4. Aufl., (Zürich 1899). 2) Die 
Gleichstrommaschine von £. Arnold (Berlin 1902, bis jetzt ist nur der erste Band: 
Die Theorie der Gleichstrommaschine, erschienen). 
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Gleidistromanlagen, an die NebenschluBmotoren angefichlossen sind, 
werden immer so betrieben, daß die Netzspannung konstant oder 
wenigstens fast konstant bleibt, Yoransgesetzt, daß bei der Stroment- 
nahme die als normal vorgesehene und vorgeschriebene obere Gfrenze 
nicht allzuweit überschritten wird. Diese konstante Netssspannung be- 
zeichnen wir mit K. Ihr gleich, aber entgegengerichtet ist die Klemmen- 
spannung des Nebenschlußmotors zu denken. 

1. Stillstand. — Wir gehen von dem Ruhezustand des Motors aus. 
Der Widerstand der Schenkelwicklung (Abb. 1) sei Wg, der der Schenkel- 
wicklung vorgeschaltete Regulier- 
widerstand r. r ist eine Grröße, die 
man für einen gegebenen Motor 
ändern kann, die sich aber nicht 
von selbst ändert Wir nehmen 
deshalb hier r als konstant an. Da 
also der Widerstand des Neben- 
schlußkreises W = Wt + r konstant 
ist, so ist auch der Erregerstrom 

K 

konstant. Diesem Strome i fäUt die 
Aufgabe zu, in dem Motor eine be- 
stimmte Anzahl magnetischer In- 
duktionslinien aufrecht zu erhalten. 
Der Widerstand des Anker- 
kreises, der sich aus dem Wider- 
stände der Ankerwicklung, dem 
Widerstände der Bürsten und dem 
Ubergangswiderstande von den 
Bürsten zum Kommutator zusammensetzt, sei w. In dem ruhenden 
Anker — er sei etwa festgebremst, sodaß er sich nicht drehen kann — 
wird daher ein Strom j^ 




Fig. 1. 



7« 



UJ 



fließen. Der Gesamtstrom bei Stillstand des Motors ist also 

J=I+i. 

Wenn wir w == aW setzen, so ist 



K w 



= Ia 



und 



w W 
J=(l+a)J. 
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(Kirchhoffsche Regeln). Die Leistung, die das Netz an den stiljstehen- 
den Motor abgibt, ist 

Diese Leistung wird in Wärme umgesetzt. Es sei schon hier bemerkt, 
daß man den Motor nicht im Ruhezustand ohne weiteres an das Netz 
anschließen darf, weil er diese große Wärmeentwicklung nicht ohne 
Schaden ertragen würde. Es ergibt sich hier die bekannte Notwendigkeit 
der Anlaßwiderstande. Zum Schutz des Motors gegen übermäßige 
Strome werden ihm außerdem Schmelzsicherungen vorgeschaltet. 

Es sei z. B. JS:= 110 Volt, TT = 44,0 Ohm und w = 0,285 Ohm. 
Dann ergibt sich % ^ 2,50 Amp, 1 = 386 Amp, J == 389 Amp, 

« = 0,00648 « j^, F.tuirt«id = 42 800 Watt. 

2. LeerlcMf. — Nim ist ja der Zweck eines elektrischen Motors 
nicht: elektrische Energie in Wärme umzusetzen, sondern: elektrische 
in mechanische Leistung umzuwandeln. Wo aber Strom ist, da ist auch 
Stromwärme. 

Der Strom I erzeugt die Stromwärme wP. Dabei gibt das Netz 
f3r den Anker die Leistung KI her. Die Differenz 

KI-wP 

ist aber nach der Definition Ton I gleich Null. Bei dem Strome ^i 
(wobei < ^ < 1) wird die Differenz 

= ^(1 — i>)KL 

Damit diese Differenz ein großer Teil yon '^KI wird, muß ^ klein 
werden. 

Damit also überhaupt elektrische Leistung zur Umwandlung in 
mechanische yerfügbar wird, ist es nötig, daß der Strom stark verringert 
wird. Diese ^Stromverringerung besorgt der Motor selbst, wenn wir 
ihn sich selbst überlassen (die Bremse lösen). Auf den stromdurch- 
flossenen Anker wirken im mitotischen Felde mechanische Kräfte und 
erteilen ihm ein Drehmoment. Der Motor läuft an mit wachsender 
Oeschwindigkeit. Dabei entsteht in der Ankerwicklung eine EMK^) 
— Ey die der Netzspannung entgegengerichtet ist, und die mit der Ge- 
schwindigkeit wächst. Für die Strombildung im Anker kommt jetzt 
nicht mehr die gesamte Netzspannung f , sondern nur noch die Span- 



1] Allgemein übliche Abkürzimg für elektromotorische Kraft. 



126 Fritz Emdb: 

nung (K — E) in Betracht. Wenn der Motor läuft, so ist also der 
Ankerstrom 

Bodaß S^< I ist. Wir setzen 

S^ + i-S. 

Wenn es einen vollkommenen Leerlauf ^be, d. h. wenn der Motor bei 
fehlender äußerer Belastung überhaupt kein Drehmoment auszuüben 
hätte, so würde der Anker so lange beschleunigt werden, als Strom 
durch ihn fließt. Er würde also erst eine feste Geschwindigkeit er- 
reichen, wenn E =^ K geworden wäre. Reibung und magnetische Ver^ 
luste machen aber auch bei Leerlauf ein (wenn auch kleines) Drehmoment 
erforderlich. Der Gesamtstrom bei Leerlauf sei j. Durch den Anker 
fließt der Strom (j — i). Wir setzen 

j ^ aJ und J^xj. 
Bei Leerlauf gibt das Netz an den Motor die Leistung 

ab. 

In unserem Zahlenbeispiele sei j = 4,82 Amp. Dann ist 

6 = 0,0124, 

X = 80,8 

FieerUnf "^ 530 Watt. Davou kommen auf die Schenkelwicklung 
Ki - 275 Watt, auf den Anker K(j-i)^ 255 Watt. In der Anker- 
wicklung werden aber nur w{j — j)* = 1,54 Watt in Wärme verwandelt. 
Der Spannungsverlust im Anker bei Leerlauf beträgt «?(j--i) = 0,662 Volt 
und die EMK ist daher -Bie«uuf = 109,338 Volt, da J5:= 110 Volt war. 

3. Verbrcmch und Leistung. — Wenn wir jetzt den Motor belasten, 
jedoch nicht so stark, daß er stehen bleibt, so wird er dem Netz einen 
Strom S entnehmen, so daß 

j<S<J 

ist, und die elektrische Leistung 

(1) r^KS, 

Diese Leistung soll (nach einem imyeröffentlichten Vorschlage Ton 
Herrn Prof. Görges) kurz der VerbraiAch genannt werden. Die ein- 
fache Beziehung zwischen Strom und Verbrauch stellt Abb. 2 dar. 
Den Verbrauch setzt der Motor zum größeren Teile in mechanische 
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Stwm 



Fig.«. 



Leistimg^ zum geringeren Teil in Wärme um. Der erste Teil ist die 
Natzleistimgy der zweite der Verlust. (Statt Nutzleistung wollen wir 
auch kurz Leistung sagen.) Da es sich um eine Drehung handelt, so 
können wir die mechanische Leistung stets als das innere Produkt der 
beiden Vektoren (Rotoren): Ihehmoment und WinkdgeschtoindigkeU 
ansehen. Hier sind die beiden Vektoren wegen der Zwangläufigkeit 
der Ankerachse bei symmetrischer Lage des Ankers im magnetischen 
Felde immer gleich oder ent- 
gegen gerichtet. Sind sie gleich 
gerichtet, so wirkt die Maschine 
als Motor, dftgegen als Generator, 
wenn die beiden Vektoren ent- 
gegengesetzte Richtung haben. 
Die Geschwindigkeit hängt 
hauptsächlich von der Span- 
nung K^)f das Drehmoment 
hauptsächlich vom Strome S^ 
ab. Wenn wir eine dem Ver- 
brauch V gleichwertige mecha- 
nische Leistung mit der tatsächlichen Nutzleistung vergleichen, so 
finden wir, daß wir sowohl an Geschwindigkeit, wie an Zugkraft ver- 
lieren. Dem Geschwindigkeitsverlust entspricht ein Spannungsverlust, 
dem Zugkraftverlust ein Stromverlust. 

Da durch den Ankernder Strom {8 — i) fließt, so verlieren wir von 
K die Spannung 

Wir behalten also als nützliche Spannung übrig 

E^K-wiß-i), 

Um den veränderlichen Strom S mit dem Ruhestrom J zu vergleichen, 
setzen wir S >= (pJ, sodaß q> als Veränderliche an Stelle von S tritt-. 
Für den Motor ist 

6<(p<h 

Hiermit bekommen wir 

E = wJ{l — (p). 



1) Cohn, a. a. 0. Seite 128. 

2) Cohn, a. a. 0. Seite 50. 
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In elektromagnetlBcher Hinsicht gilt für E die Beziehung 

Z 



E = 2 . JFp • tt 



2a' 



in der F die Zahl der Kraftlinien (Induktionslinien) bedeutet, die aus 
einem Pol in den Anker eindringen, 2p die Polzahl, Fp also die 
Gesamtzahl der Kraftlinien im Anker, 60 u die 2iahl der Umdrehungen 
in einer Minute (u also die ümlaufsgeschwindigkeit), Z die (jesamtzahl 
der wirksamen Leiter am Ankerumfang und 2 a die Zahl der parallel 
geschalteten Ankerstromzweige oder der Stromwege durch den Anker, 

2a 
einen gegebenen Motor können wir daher kurz 



sodaß also ~ die Zahl der hinter einander geschalteten Leiter ist. Für 



E^C'F'U 

schreiben, wobei c eine Konstante bedeutet. 

Wir nehmen jetzt an, daß der nutzlose Strom oder der Stromverlust 
unabhängig von der Belastung des Motors sei, d. h. daß er stets gleich 
dem Leerlaufstrome j sei. Die Berechtigung dieser Annahme soll 
später erörtert werden. Damach ist der Nutzstrom im Anker 

Folglich ist die Nutzleistung 



(2) 

oder es ist 
(2a) 



L-E{S-j), 

L = WfP (1 — 9) (?> — «), 



Nun ist, wie man sich leicht fiberzengt, 

M;J» = (l + a)F.„ 



also 
(2b) 



f = (1 + «) [- 9* + (1+ ff)9 - 4 



Die ausgezeichneten Punkte dieser Beziehung sind: 



qp- 








1 + C 

2 


1 


1 + ff 


A- 


— tf 





l^)' 





— 6 
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oder gleichbedeutend damit (vgl. Abbildung 3), da 8 = q>J und 
L^lWtP ist, 



S- 


m 

J 


J+J 

8 


j 


j+j 


2/ — — wjJ 





-m 





— wjJ 



Die physikalisdie Bedeutung dieser Werte ist: Um den Strom auf 
Null zu bringen, müssen wir dem Motor eine mechanische Leistung 




Flg. 8. 

* t€jj zufahren. Für S = j ist die Nutzleistung gleich Null, weil die 
nützliche Zugkraft Null ist, und für /S =» J, weil die Geschwindigkeit 
Nidl ist. Die Nutzleistung wird ein Maximum, wenn der Strom das 
Q/nämetisehe Mittel zwischen Leerlaufstrom und Ruhestrom ist. Die 
höchste Nutzleistunir ist 

Die Nutzleistung wird durch eine Pa/rabel dargestellt (Abb. 3). Der 



AicUt d«r Mathematik nnd Fhyilk. m Beihe. Y. 
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negative Teil für 8<Cj entspricht einem Betriebe, bei dem die Maschine 
als zum Netz parallel geschalteter Generator arbeitet (genauer: parallel 
zu den Generatoren der Zentralstation), der negative Teil für S> J 
einem Betriebe, bei dem die Maschine als mit dem Netz hinter einander 
geschalteter Generator arbeitet. Als Motor arbeitet die Maschine nur, 
so lange j < S < eT ist. 

Für unser Zahlenbeispiel sind die entsprechenden Werte: 



5= 


4,82 


197 389 


394 Amp 


-534 
L = 





10600 

1 


534 Watt 


0,726 





14,3 i 


- 0,726 PS 



(Die mechanische Leistung wird gewöhnlich nicht in Watt, sondern in 
Pferdestarken angegeben.^) 

4, Wirkungsgrad. — Der Verbrauch war 

(1) F=jrs 

und der Verbrauch bei Stillstand 



folglich ist 
(la) 



V 



Der Wirkungsgrad 17 wird definiert durch die Gleichung 
Deshalb ist nach (la) und (2b) 



n = (l+a)[-g> + il+6)-^] 



Die Größe a ist offenbar klein gegen Eins. Unter normalen Ver- 
hältnissen ist sie, wie unser Beispiel zeigt, etwa von der Größen- 
ordnung Y pGt. Man wird sie deshalb oft yemachlässigen können. 
Jedenfalls ist a eine Korrektion, die man immer noch leicht hinterher 



1) 1 Watt = 



(10~^ ^ kg) • (1 07 m)« 
(lö^ sek)« 



= 1 



■^«-»E(-S?'')]- 



m*kg 
lak»"^ 

786 Watt. 
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anbringen kann, um ans von diesem unwesentlichen Faktor zu befreien, 
setzen wir 

Dann werden wir aneh » angenähert aU Wirkungsgrad ansehen können. 

Die Beziehung zwischen tp und «d* oder zwischen ipJ^^ S und 

^J='fll wird durch eine Hyperbel dargestellt (Abb. 4). Die Haupt- 




Fig. 4. 



acbe der Hyperbel schließt mit der Richtung der <p den Winkel 112,6^ 
oder I Bechte ein. Die Koordinaten des Mittelpunktes sind 9 = und 
^^1 + 6, Setzen wir deshalb 

~ 29) = xy2^y2 + yVi+yi, 

2[d- ~ (1 + tf)] = xV2+y^ - yK2-y2 
Tind führen diese Werte in Gleichung (3) ein, so erhalten wir 



X' 



y' 



2tf(y2 + l) 2<;(v^ — 1) 



«1. 



9 
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Die große Halbachse ist demnach 

a-V2<f(j/2+l), 
die kleine Halbachse 

b - y26{y2 -T); 
oder 

a^2^Y6, 6-0,9101/tf, J = l + ]^- 2,414. 
5. Maximaler Wirkungsgrad. — Aus 

d<p 9' 

folgt 

(4) 9-±V^ 

oder 

oder 

(4a) j:S^S:J, 

d. h. der Wirktuigsgrad wird am größten, wenn der Strom das geo- 
metrische Mittel zwischen dem Leerlaufstrome und dem Ruhestrome ist. 
Das negative Vorzeichen kommt nur in Betracht, wenn die Maschine 
als Generator in Parallelschaltung auf das Netz arbeitet An jener 
Stelle ist der Generatorwirkungsgrad ein Maximum. Hier kommt es 
uns hauptsächlich darauf an, wie sich die Maschine als Motor yerhalt. 
Wir brauchen daher das negative Vorzeichen nicht weiter zu beachten. 
Der maximale Wirkungsgrad ist 

(5) »u^ - (1 - Y^y, 

oder es ist 

(5a) yi + Y^;;:;^ - 1 

oder 

Nach Gleichung (2 a) ist die Nutzleistung beim höchsten Wirkungsgrade 
oder 

(6) x,=m«-«;VJ5(yj--v7)*, 

der Verbrauch 

V^^müx^wJ^y^. 
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Wenn wir in Gleichung (5 a) 

+ 4' 



^ 



* 



V2 "^ ^ 



setzen, so erhalten wir 



.8 



a?]/2. 



Die Beziehung zwischen <t und 'd-max wird also durch eine Pa/rabd mit 

dem Parameter \ |/2 dargestellt 

(Abb. 5). Ihre Achse ist um i^^ 

45^ gegen die Richtung der 6 

geneigt Ihr Scheitel hat die 

Koordinaten 6=\ undd-max«»-}. 

Im Abstand Eins vom Anfang 

berührt die Parabel die Achsen. 

Uns interessiert hier nur das 

Stück der Parabel zwischen den 

beiden Berührungspunkten. 

Nun ist 6 ein kleiner 
Bruch Für die numerische 
Rechnung ist es daher an- 
8cbaaUcher^ den reziproken 
Wert X einzufahren. Die Be- 
ziehnng zwischen ^maoi und x wird durch eine Kurve höherer Ordnung 




dargestellt (Abb. 6). Von dieser interessiert uns auch nur der auf- 



2- 




Fig. 6. 



»teigende Ast, d. h. Werte von x > 1 und *m«x < 1. Für den prak- 
tiacheu Gebrauch ist ein Teil dieses Astes in Abb. 7 wiedergegeben, er 
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J0Ü0 



entspricht Wirkungsgraden zwischen 60 und 100 pGt. Für die hoher 
gelegene Kurve gilt der zehn&che Abscissenmaßstab der darunter li^en- 
^^ den. Die hoher gelegene 

Kurve ist abo nur als 
Verlängerung der dar- 
unter liegenden anzu- 
sehen. Bei Wirkungs- 
graden zwischen 60 und 
84 pCt wird man sich 
demnach der untersten 
Kurve bedienen , bei 
Wirkungsgraden zwi- 
schen 84 und 95 pCt 
der mittleren, bei noch 
höheren der obersten. 
Statt der Kurven Abb. 7 
kann man auch die 
folgende Tabelle benutzen. Diese enthalt außerdem die zugehörigen 
Werte von i _ a 

und von 



00r- 








... . 


-^mm 


...- 














r^ 


1= 


,^ 


.— = 
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-*=^ 
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N7 


— — 
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n,i 


\ 




-y 


/^ 




















J 




f- 


^ 


m 

























4- 











M 











X 



Mg. 7. 



•v^ 






4>/ff 



max 



(i+ViO" 



(i muß etwa den 4fachen Wert von X^^i 

4 



) haben, da genau 



ist. Diese Zahlen dienen zur Beurteilung der Verhältnisse, unter denen 
das Maximum des Wirkungsgrades eintritt. 



100 d«,^ 

tnax 


X 


100i(,=««) 


100 ft 


100*,^ 

tnax 


« 


^^hfj^n^) 


lOOfi 


pCt 




pCt 


pa 


pCt 




pCt 


pCt 


60 


19,7 


13,62 


60,1 


80 


89,8 


8,46 


34,5 


62 


22,1 


13,17 


57,7 


82 


112,0 


7,76 


31,6 


64 


25,0 


12,80 


55,6 


84 


143,6 


7,01 


28,4 


66 


28,4 


12,87 


53,1 


86 


189,7 


6,24 


25,8 


68 


32,6 


11,92 


50,9 


88 


261 


5,44 


21,96 


70 


37,6 


11,42 


48,4 


90 


380 


4,62 


18,66 


72 


43,6 


10,90 


45,7 


92 


602 


3,76 


15,10 


74 


51,8 


10,84 


43,0 


94 


1075 


2,87 


11,60 


76 


60,9 


9,76 


40,8 


96 


2460 


1,940 


7,76 


78 


73,8 


9,12 


37,4 


98 


9900 


0,986 


3,94 
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Man ersieht hierans z. B., daß bei 81 pGt maximalein Wirkungsgrad 
der Ruhestrom lOOmal so groß ist^ wie der Leerlanfstrom, daß bei 
75pCt maximalem Wirkungsgrad die zugehörige Leistung /0 von dem 
Verbrauch bei StülBtand befaßt, und daß ein maximaler Wirkungsgrad 
Ton 68 pGt bei halber Mazimalleistung eintritt. 
Nach Gleichung (2 a) ist 

dl 



dtp 



= - 29 + (1 + 6). 



Die Gleichung einer Tangente, die man an die durch Gleichung (2 a) 
dargestellte Parabel (Abb. 3) legen kann, ist daher 

a: = g>" — <J + (l + tf — 2q>)y, 

Fragen wir nun nach dem Berührungspunkt der Tangmte, die durch 

dm Ursprung (a? — 0, y = 0) geht, so finden wir g> = ")/^, d. h. den 
Belastungszustand, bei dem der Wirkungsgrad ein Maximum wird. 
Dies ist keine besondere Eigenschaft unserer Stromkurre. Haben wir 
eine beliebige Kurve, die den Strom eines Motors bei konstanter 
Klemmenspannung als Funktion der Leistimg darstellt, und ziehen wir 
vom Eoordinatenanfang Strahlen nach den Kurvenpunkten, so ist die 
Eotangente des Neigungswinkels dieser Strahlen dem Wirkungsgrad 
proportional. Nun wird dieser Neigungswinkel ein Minimum, wemi 
der Strahl die Stromkurve berührt, also der Wirkungsgrad ein Maximum. 
(Bei den asynchronen Wechselstrommotoren erhält man z. B. auf dieselbe 
Weise die Leistung und den Strom, für die das Produkt aus Wirkungs- 
grad und Leistungsfaktor ein Maximum wird.) 

Zusammengehörige Werte von 9 und d" enthält die folgende Tabelle: 



<P'= 





y^ 


1+« 
2 


1 


l + <f 


*= ±00 





(1 Y^y 


1 (!-.)• 

2 1 + « 





1+6 



Für unser Zahlenbeispiel bekommen wir folgende Werte: 



9= 


0,0124 


0,1114 


0,5062 


1 


1,0124 


«■=- ±00 





0,790 


0,481 





0,0122 


n- ±<» 





0,796 


0,485 





- 0,0123 
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Die Leistung bei dem höchsten Wirkungsgrad von 79,6 pGt betragt 
3790 Watt oder 5,15 PS, der Strom 43,3 Amp und der Verbrauch 
daher 4 760 Watt. Bei der maximalen Leistung von 14,3 PS betragt 
der Wirkungsgrad nur 48y pCt. Für tf =» wäre der Wirkungsgrad 
bei der höchsten Leistung immer genau 50 pGt und die höchste Leistung 
selbst 25 pCt des Verbrauches bei Stillstand. Der höchste Wirkungs- 
grad würde bei Leerlauf sein theoretisches Maximum: 100 pCt erreichen. 




L^eistunffl, 



Pig.8. 

6. Leishmgsftmktionen, — Obgleich sich bei der Messung (Bremsung) 
das Drehmoment als natürliche unabhängige Variable darbietet und die 
Geschwindigkeit schon als Funktion des Drehmomentes auftritt, so pflegt 
man in Wirklichkeit doch alle Größen als Funktionen der Leistung 
darzustellen. Der Grund ist, daß das Drehmoment durch Riemen- oder 
Zahnräderübersetzung geändert werden kann, während die Leistung 
(abgesehen von den Verlusten, die ja immer möglichst klein sein sollen) 
bei allen Energieumformungen konstant bleibt. Der Techniker halt 
sich daher an die Leistung. 

Der Zusammenhang zwischen Leistung und Strom ist schon durch 
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die fileidiang (2) angegeben. Es bleibt noch zu nntersnchen^ wie der 

Wirkungsgrad Ton der Leistung abhängt. Hierzu eliminieren wir 9 

ans den Gleichungen (2 a) und (3). Wenn wir aus (2 a) den Wert 

l 
9»^ in (3) einsetzen^ so bekommen wir die Kurve dritter Ordnung 



(7) 



»n + 6^-{i + 6)^x + A* = 0, 



die in Abb. 8 wiedergegeben ist. Da kein konstantes Glied vorkommt^ 
geht die Kurve durch den Anfangspunkt^ und da auch lineare Glieder 
fehlen, so hat die Kurve im Koordinatenanfang einen Doppelpunkt 







Leistung L 



Fig.». 

Die Gleichung des Tangentenpaares fOr den Doppelpunkt (Abb. 9) er- 
halten wir^ indem wir den Ausdruck zweiten Grades aus Gleichung (7) 
gleich Null setzen^): 

oder 

ipd' - A) (d - A) = 0. 

Und wenn wir f&r d^ aus (3) und fQr k aus (2) die Werte einsetzen, 
so bekommen wir als Gleichungen fBr die beiden Tangenten 



nnd 



^i 



% 



L 


statt 


I 


^leerUuf 

• 


L 


statt 


dn-A. 


^fftiUituid 



Von der Horizontalen 17 =» 1 schneidet also die eine Tangente den Ver- 
ftmocÄ iei LeerUmfj die andre den Verbrauch hei Stillstand ab. (Ver- 



1) Siehe z. B. Höhere ebene Eturven von Salmon (deutsch von Fiedler), 
Seite 32 der 2. Auflage (Leipzig 1882). 
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gleiche auch die Horizontalen ri = 6 und 17 =^ x » — V Das ist nicht 

eine besondere Eigenschaft unserer Eorve, sondern eine allgemeine 
Eigenschaft aller Enrven^ die den Wirkongsgrad eines Motors als 
Fonktion seiner Leistung darstellen. Wenn wir nämlich durch den 
Ursprung und einen beliebigen Punkt der Kurve für den Wirkungs- 
grad eine Gerade ziehen bis zum Schnitt mit der Horizontalen 17 » 1 

(Abb. 10), so ergibt sich zwi- 
schen den Koordinaten dieser 
beiden letzten Punkte die Pro- 
portion: 

L:x == rjilj 

^ TT 

n 

Also stellt die Abscisse des 
Schnittpunktes oder der Ab- 
schnitt auf der Horizontalen 
Fig. 10. ri = 1 immer den eugehörigen 

Verbrauch dar. Dies muß auch 
noch dann gelten, wenn der Kunrenpunkt dem Koordinatenanfang un- 
endlich nahe rückt. So ergibt sich allgemein, daß die beiden Tangenten 
im Anfang von der Horizontalen 97 » 1 den Verbrauch bei Leerlauf 
und bei Stillstand abschneiden. Diese Tatsache laßt sich zu einer 
bequemen Kontrolle oder zur Zeichnung der Anfangsstücke von der 
Wirkungsgradkurve benutzen. 

Schreibt man die Gleichung (7) in expliziter Form, so erhält man 
entweder 




(7a) 
oder 
(7b) 



A = |(l + «-*± }/(l + « - 9f - 4«) 



2 



% l + g±V(l-ff)'-4I 
*= 2 V+l 



Man erhält imaginäre Werte, wenn 



oder wenn 



1 — tf\« 



'>(^) 



ist. %'>! ist nur möglich, wenn die Maschine nicht mehr als Motor, 
sondern als Generator arbeitet. Der reziproke Wert von d- ist dann 
der Wirkungsgrad des Generators. So bedeutet 'd* » 00, daß die Maschine 
als Generator leer läuft. Das Minimum von %' gibt den höchsten 
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Wirkungsgrad des Generators an. Bei 0<g)<tf oder bei --<y<A<0 
arbeitet die Maschine weder als Motor noch als Generator. Denn einer- 
seits wird ihr sowohl elektrische wie mechanische Leistung zugeführt, 
andererseits gibt sie weder elektrische noch mechanische Leistung 

ab. Für alle positiven und negatiyen X < f T^ j ist ^ zweiwertig, da 

man dieselbe Leistung mit geringem Drehmoment bei hoher Geschwindig- 
keit oder mit großem Drehmoment bei niedriger Geschwindigkeit er- 
halten kann. Meist ist nur die erste Art zu yerwirklichen. 

Bei einem Betriebe^ bei dem die Belastung L des Motors ruhig, 
d. L konstant ist, wird es vorteilhaft sein, den Motor so zu wählen, 
daß diese Belastung dem maximalen Wirkungsgrad des Motors ent- 
spricht, also nach (6) und (5), da 

ist 

i - (i - vf); 

foIgUch 

r_ i l 



Anch wenn die Belastung in engen Gh-enzen schwankt, wird es vorteil- 
haft sein, den Motor so zu wählen, daß seine mittlere Belastung das 
Maximum des Wirkungsgrades herbeiführt. Denn in der Nahe des 
Maximums bleibt der Wirkungsgrad annähernd auf gleicher Höhe. 
Regelmäßige, aber große Belastungsschwankungen würden eine besondere 
Untersuchung nötig machen. Wenn z. B. ein Betrieb vorliegt, bei dem 
die Belastung gleichförmig zwischen einer unteren und oberen Grenze 
schwankt, und wo sich diese Grenzen wie 1 : n verbalten, so wird man 
den Ausdruck ^ 



^/- 



A 

n 



WO A die obere Grenze der Belastung ist, möglichst groß machen 
(allgemein: den Ausdruck 

dt, 



Un- 



wenn t die Zeit und T die Periode der Belastung bedeutet). 
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In Wirklichkeit treten noch andere Rücksichten hinzu, namentlich 
anf die Erwärmung bei Dauerbelastung und auf das Feuer an den 
Bürsten. Um einen möglichst billigen Motor zu bekommen, setzt man, 
besonders wo es auf den Wirkungsgrad nicht so sehr ankommt (Wasser- 
kräfte), die normale Leistung so hoch wie möglich an. Die Leistung 
eines Gleichstrommotors sollte nicht durch die Funkenbildung am 
Kommutator, sondern durch die Erwärmung der Wicklungen bei 
Dauerbelastung begrenzt sein. Mit anderen Worten: die Funkengrenze 
sollte höher liegen als die Erwärmungsgrenze. Dann kann der Motor yor- 
übergehend Überlastungen ohne Schaden ertragen, da die Temperatur nur 
allmählich steigt^ während sich bei einem gewissen Strome an den Bürsten 

sofort Funken bilden. Die Zahlen — (siehe die Tabelle auf Seite 134) sind 

jedoch nicht als Maß für eine mechanische Überlastbarkeit, wie sie bei den 
Wechselstrommotoren auftritt, anzusehen. Denn die mechanische Über- 
lastbarkeit ist das Verhältnis des maximalen Drehmomentes zu dem 
bei normaler Leistung. Sie gibt das Drehmoment an, das der Motor 
gerade noch überwältigen kann, ohne plötzlich stehen zu bleiben, aus- 
gedrückt durch das normale Drehmoment. Bei einem Gleichstrommotor 
gibt es aber, soweit praktisch zu verwirklichende Betriebszustände in 
Betracht kommen, kein Maximum für das Drehmoment. Dieses wächst 
fortwährend mit dem Strome. Streng genommen muß aber einmal bei 
einer außerordentlich hohen Belastung ein Maximum des Drehmomentes 
auftreten wegen der Rückwirkung des Ankerstromes auf das magne- 
tische Feld, da das Drehmoment dem Produkt aus dem Strom und 
der Zahl der Kraftlinien, die den Anker durchsetzen, proportional ist. 
Dieses Maximum liegt jedoch außerhalb praktischer Möglichkeiten. 
Bei einem Gleichstrommotor kann daher nur von einer thermischen 
Überlastbarkeit die Bede sein. 

?• Der nutzlose Änkerstrom. — Der Gesamtverlust ist die Diffe- 
renz zwischen Verbrauch und Leistung: V—L. Wenn wir von dem 
Verbrauch V^ K - S die Stromwärme im Nebenschluß K • i abziehen, 
so erhalten wir die dem Anker zugeführte Leistung K(S — i). Ziehen 
wir hiervon noch die Strom wärme im Anker w{S — i)* ab, so erhalten 
wir die Summe aus der Leistung L und den mechanischen und mi^e- 
tischen Verlusten A: 

und wenn wir noch durch E ^ K—w(S — t) dividieren, so bekommen 
wir den nutislosen Ankerstram: 

(8) ^^s-i^s-i- ^ 



K—w{ß— t) 
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oder den nutzlosen Gesamtstrom: 

Für den besonderen Fall L = (Leerlauf) wird S^j, Wir sind 
davon ausgegangen, daß dies auch für jedes L gelte. Es fragt sich, 
mit welchem Recht. 

Der nächstliegende Weg, um hierüber ein Urteil zu gewinnen, 
wäre natürlich, die entsprechenden Verluste physikalisch zu untersuchen 
und dann zu sehen, welchen Gesetzen sie folgen. Diesen Weg wird 
unbedingt jeder einschlagen müssen, der Formen imd Abmessungen 
Ton Dynamomaschinen zweckmäßig bestimmen will. Da wir hier aber 
nicht diesen Zweck im Auge haben, so brauchen wir auch nicht dieses 
Verfahren, das uns viel zu weit führen würde, anzuwenden. Einige 
einÜAche Versuche, die man leicht an der fertigen Maschine ansteUen 
kami, werden uns hinreichenden Anhalt für ein Urteil geben. 

Der nutzlose Ankerstrom deckt dadurch die mechanischen und 
magnetischen Verluste, daß er im magnetischen Felde ein Drehmoment 
entwickelt. Zwischen dem nutzbaren Drehmoment und dem Dreh- 
moment, das zur Überwindung der Beibungswiderstande erforderlich 
ist, ist ja auch physikalisch gar kein Unterschied. Nun erzeugt ein 
Strom Say der durch die Ankerwicklung fließt, das Drehmoment 



ä = 1 . Fp . 



ZS 



wo alle Buchstaben dieselbe Bedeutung haben, wie früher (Seite 128). (Die 
Richtigkeit dieses Ausdrucks wird dadurch bestätigt, daß die Leistung 

Z8^ 
9 • 2;ru » ESa ist.) -^ wird zuweilen als das Stromvolumen (Zahl 

der Amperdrahte) auf dem Anker bezeichnet.^) Für einen gegebenen 
Motor können wir daher schreiben 

wenn, wie früher, 

E^cFu 

gesetzt wird. Also wird auch der nutzlose Ankerstrom dem wider- 

1) AüB dieser Fonnel ersieht man noch, daß man die Gröfie einer Maachine 
nicht nach ihrer nonnalen Leistung, sondern nnr nach dem normalen Drehmoment 
schätzen kann. Denn nm eine bestimmte Zahl von Kraftlinien, wie um ein ge- 
gebenes StromTolnmen unterzubringen, ist eine gewisse Größe der Maschine er- 
forderlich. Die Leistung ist dagegen noch der Geschwindigkeit, mit der die 
Maschine läuft, proportional. 
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stehenden Drehmoment^ das im Motor selbst entsteht^ direkt und der 
Zahl der Erafklinien^ die dnrch den Anker gehen, umgekehrt propor- 
tional sein. 

Bei wachsender Belastung des Motors wird das magnetische Feld 
F durch die Rückwirkung des Ankerstromes geschwächt. Dadurch 
ändert sich auch das widerstehende Drehmoment, oder wie wir kurz 
sagen wollen, das Widerstandsmoment 91, weil gleichzeitig sicherlich 
wenigstens die magnetischen Verluste abnehmen. Außerdem kann sich 
bei wachsender Belastung die Geschwindigkeit des Motors ändern, was 
auch eine Änderung des Widerstandsmomentes 91 verursacht.^) 

8. Der Ankerstrom &a» LeerUwif. — Wie das Widerstandsmoment 
9 Ton der Geschwindigkeit u und dem magnetischen Felde F abhängt^ 







Geadiwindigkeit 




9/ 



Gfsehwindi^cett 



Flg. 11. 



Fig. lt. 



können wir offenbar am leichtesten am leerlaufenden Motor feststellen, 
indem wir einmal nur die Geschwindigkeit, das andere Mal nur das 
magnetische Feld sich ändern lassen. Solche Versuche hat schon 
Hummel^ angestellt. Sie ergeben, daß das Widerstandsmoment % 
mit großer Annäherung eine lineare Funktion der Geschwindigkeit ist: 

3t.2lo + y'u, 

1) Wir Bctzen hier vorans — was bei den heutigen Motoren wohl ohne 
weiteres znlässig ist — , daß die Bürsten hei Belastongsänderangen nicht yer- 
schohen zn werden hranchen. Bei manchen Betriehen verhietet sich dies Ton 
seihst (Straßenhahnen, Aufzüge). Der Einfluß einer neigen Bürstenyerschiehnng 
anf unsere Ergehnisse ist auch gering. 

2) Elekiarotechnische Zeitschrift, 1891, S. 616. 
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and daß man (31 — 21^) etwa einer positiyen Potenz von F proportio- 
nal setzen kann^): 

Sefasen wir y" = yu, so bekommen wir 

(9) %^% + yViF^+K 

Durch Division mit ^F ergibt sich der Ankerstrom hei Leerlauf 

(10) i - » - t(I + y"^") 

und durch Multiplikation mit der Winkelgeschwindigkeit 2jcu die ent- 
sprechende Leistung 

(11) ^ = 23r(2loU + yu«JF«+0. 

Es muß A == E(j — i) und annähernd auch -« K(j — ♦) sein, weil 
der Spannnngsverlust, den der kleine Leerlaufstrom erzeugt, zu ver- 
nachlässigen sein wird. 
Setzen wir 

— ^=A und — yF---B, 

80 erhalten wir fftr Tconstante Erregung i: 

j — i^A + Bn 

und 

A = cF(An + jBu*) 

(Abb. 11). Bei stärkerer Erregung wird A kleiner, B aber größer 
ansMen müssen (Abb. 12). 
Setzen wir andererseits 

?i?ao«-P und ^yu-Ö, 

SO bekommen wir für konstante Oesdimndigkeit u: 

j-i^^+QF- 

und 

A^cn{P+QF^+^). 

Bei ganz schwachem Feld wird in dem Ausdruck für den Strom das 
zweite Glied gegen das erste verschwinden. Die Kurve muß also 



1) Man bekommt eine Kurve, die sich der empirischen ziemlich gut an- 
schmiegt, wenn man n -\- 1 = S setzt. Dettmar teilt mit, daß er durchweg 
<!-)- 1 =« 2 gefunden habe. (Elektrotechnische Zeitschrift 1898, S. 264). 
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anÜEUigs wie eine gleichseitige Hyperbel yerlaufeii; also fallen (Abb. 13). 
Mit wachsendem Feld muß dann aber das zweite Olied ein Über- 
gewicht gewinnen^ die Kurve also steigen. Dazwischen liegt natürlich 
ein Minimtim. Physikalisch ist der Vorgang so zu denken^ daß anfangs 
das ziemlich konstante Widerstandsmoment der Reibung 91^ Yorherrscht, 
mit wachsendem Magnetismus aber auch die magnetischen Verluste 
, . (Hysteresis und Wirbelströme) 

'^ immer mehr in den Vordergrund 

treten. Für das Minimum von 

( j — i) wird 

^ amsa A « (?uP(l + ^) 

und für JP=0 

Der Vergleich beider Werte kann 
also zur Bestimmung yon n 



lahlderKTuAlhiimimAiihr ^ ^\^Ji&o.^ 



Fig. IS. Aus diesen Erfahrungstat- 

sachen schließen wir: Um merk- 
liche prozentuale Änderungen des Leerlauf stromes heryorzurufen, sind 
verhältnismäßig große prozentuale Änderungen der Geschwindigkeit 
oder des magnetischen Feldes erforderlich. 

9. Die sftisätdichen Verluste. — Bei wachsender Belastung muß 
jedenfalls das Feld durch die Bückwirkung des Ankerstromes ab- 
nehmen. (Die Bürsten werden kaum jemals bei allen Belastungen in 
der neutralen Zone stehen bleiben dürfen.) Welche Folge das für den 
nutzlosen Strom hat, läßt sich nicht allgemein sagen. Wenn der 
Motor schwach magnetisiert ist, so wird der nutzlose Strom steigen 
(Abb. 13), wenn er sehr stark magnetisiert ist, etwas fallen. Die Än- 
derung wird unmerklich, wenn wir uns gerade in der Nähe des Mini- 
mums befinden. 

Der nutzlose Strom wächst mit der Geschwindigkeit (Abb. 11). 

Ob aber die Geschwindigkeit mit der Belastung steigt oder fällt^ hängt 

von den zufälligen Verhältnissen ab. Denn für die Geschwindigkeit 

haben wir den Ausdruck 

.. 1 -E 1 K — wiS — i) 
c F c F 

Da Zähler und Nenner zugleich abnehmen — denn mit wachsendem 
S nimmt F wegen der Ankerrückwirkung ab — , kann der Wert des 
Bruches steigen, konstant bleiben oder fallen. Nun ist aber bei den 
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modernen Nebenschlußmaschinen immer der Ankerwiderstand nnd der 
prozentuale Spannungsabfall im Anker bei normalem Strom klein gegen 
die Klemmenspannung und die Schenkelerregung groß gegen die rück- 
wirkende Erregung des normalen Ankerstromes. Daher werden nur 
geringe Geschwindigkeitsänderungen zu erwarten sein. 

Es ergibt sich also^ daß die Feldschwächung und Geschwindigkeits- 
änderung nur kleine Änderungen des nutzlosen Stromes zur Folge 
haben kann. 

Nun bewirkt aber der Ankerstrom bei Belastung des Motors nicht 
nor eine Schwächung, sondern auch eine Verjserrung des magnetischen 
Feldes. Die Anker-Amperwindungen suchen nämlich ein magnetisches 
Feld zu erzeugen, dessen Kraftlinien quer zu den ursprünglichen ver- 
laufen. Die Folge ist, daß sich bei Belastung die magnetische neu- 
trale Zone aus der Symmetrielinie verschiebt. Diese Feldverzerrung 
können wir bei den Leerlauf^ersuchen nicht nachahmen. Da wir dann 
eine inhomogene Kraftlinienverteilung haben, so bekommen wir stellen- 
weise eine größere Eiaftliniendichte, obgleich die Gesamtzahl der Kraft- 
linien zurückgegangen ist. Die magnetischen Verluste hängen aber 
gerade stark von der Kraftliniendichte ab. Auf diese Weise bewirkt 
die Feldverzerrung bei manchen Motoren nun doch eine merkliche Zu- 
nahme des nutzlosen Ankerstromes. Die Leistungsverluste, die der 
Differenz 2—j zwischen dem nutzlosen Strom 2J bei Belastung und 
dem Leerlauf ströme j entsprechen, bezeichnet man als zusiüzliche Ver- 
luste. Die Ergebnisse von Versuchen zur Bestinmiung dieser zusätz- 
lichen Verluste sind von Kapp*) und von Dettmar*) veröffentlicht 
worden. 

Dem Leerlauf ströme j entsprechen drei Arten von Verlusten: Die 
Strom wärme im Nebenschluß, die mechanische Reibung imd die Ver- 
luste, die mit der Ummagnetisierung verknüpft sind (Hjsteresis und 
Wirbelströme). Die zusätzlichen Verluste sind oJSfenbar als eine Ver- 
mehrung der letzten Art anzusehen. Auch diese Überlegung führt 
uns zu dem Schluß, daß wir in Wirklichkeit keine allzu groben Ab- 
weichungen von unseren früheren Entwicklungen für den belasteten 
Motor zu befürchten brauchen. 

Berlin, Januar 1903. 



1) Elektrotechnische Zeitschrift 1891, S. 554. 

2) Elektrotechnische Zeitschrift 1898, S. 252. 
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über eine fondamentale kubische Gleicbnng der Theoria 

motus corp. coeL Ton Oauß. 

Von S. GuNDELFiNOEB in Darmstadt. 

1. In der Scheringschen Ausgabe der ^^Theoria motus corporum 
coelestium'' vom Jahre 1871 finden sich auf Seite 286 zu Art. 92 auf 
Grund einer handschriftlichen Aufzeichnung von Gauß ohne Beweis 
die ausfQhrlichen Kriterien für die Anzahl positiver oder n^ativer 
Wurzeln der Gleichung 

rr» + a?* - fl^a; + f = 0, 

welche Gleichung fOr die elliptische und hyperbolische Bewegung 
fundamental ist. 

Bei näherem Eingehen auf die Gaußschen Kriterien erkennt man, 
daß dieselben leicht vermittelst des Sturm sehen Theorems gewonnen 
werden.^) Da die übersichtliche Anordnung der Rechnung geradezu 
ein mustergutiges Beispiel fOr die Anwendung des Sturmschen 
Satzes auf Gleichungen mit einem veränderlichen Parameter H büdet^ 
und da überdies von Gauß die Ausnahmefalle nicht berücksichtigt 
worden sind, so hat es vielleicht einiges Interesse, die folgende, von 
mir seit bald 30 Jahren in meinen Vorträgen gegebene Darstellung 
hier mitzuteilen. 



2. Setzt man 



f^ = 3a;* + 2a: - -ff , 



1) Aus äußeren wie inneren Gründen scheint Gauß gleichfalls den hier mit- 
geteilten Weg eingeschlagen zu haben, hn Anfang des dritten Jahrzehnts des 
Torigen Jahrhunderts hat Gauß sich wieder intensiver mit der Theorie der al- 
gebraischen Gleichungen beschäftigt: wie die Anzeige von Fouriers Analyse des 
äquations d^termin^es und mehrere Mitteilungen an Schumacher beweisen. 
(Briefwechsel, hgg. von Peters, Band 11, S. 228, Z. 6—2 v. u.; DI, 68—69; 
72, Z. 11 ff.) Gerade die Stellen in lU deuten darauf hin, daß Gauß das ihm 
stets nahe liegende fundamentale Beispiel der Th. mot. zur Untersuchung seiner 
Ansicht benützt hat, „daß es einen in der Natur der Sache liegenden allgemeinen 
willkürfreien Zusammenhang zwischen den einzelnen critischen Puncten und den 
einzelnen Paaren von imaginären Wurzeln gar nicht gibt". Überdies war es die 
Gepflogenheit des großen Mathematikers, neue Arbeiten von Belang an wichtigen, 
ihm von früher her bekannten Beispielen zu erproben. 
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80 findet man auf Ghund des SturmBchen Schemas 

(8) f-ifi-f,. A^sTt-Zi, 

= iT{9IP - '3-ff- 1} - 9H(H- H,){H- H^), 
wobei H^ und H^ die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

9ff«-3J5r-l = 0, 
so daß 

„ _ 1 + V6 „ 1-1/6 jj ^ 1 

Bei der hier gegebenen Form von f^ resp. f^ hat man yorher mit dem 
positiven Faktor 9 resp. (3fl"+ 1)* multipliziert. 

3. ÄusnahmefäUe. — a) Wenn 3H+ 1 = 0, also H= — ^, wird 
/*!« 3(a; + i)^ so daß die Sturm sehe Kette sich auf das Funktionen- 
paar f und fi reduziert. Da /* für o; = — c», und + oo resp. die 
Vorzeichen — , — und + annimmt, während f^ bestandig positiv bleibt, 
Bo kann nur eine einzige positive Wurzel vorhanden sein. In der Tat 
wird für -ff = — 1^ die Gleichung von der Form: 

b) Die Diskriminante f^ verschwindet, wenn H^O oder H^ H^ 
resp. = H^ . Für ü = wird die kubische Gleichung a:* (a; + 1) = 0. 

Wenn H ^ H^, bestimmt sich die Doppelwurzel x nach dem 
Schema (S) auf Grund von /i = aus /i = 0, d. h. 

_ H^ _ H^ 1_ 

^ SJET^ + l 9H/ 9^1* 

Wegen H^H^ =* — i ist die Doppdivwrzd gleich — H^, Die einfache 
Wured ist gleich: 

Analog wird für JT = JJ, die Doppelwurzel gleich — H^ und die ein- 
fache Wurzel - 9HI. 

4t. Nach Erledigung dieser Ausnahmefälle wird die Anzahl nega- 
tiver und positiver Wurzeln aus dem Systeme der Funktionen /*, /i, 
fif f^ auf Grund der Anzahl verlorener Zeichen Wechsel (Z. W.) beim 
Übergang von a; = — oo bis 0, resp. von bis + c» nach bekanntem 

Schema bestimmt 

10* 
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A) fl'>0. 

I. H zwischen und H^. 



II. H zwischeii H^ nnd + <x>. 
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1 neg. und 2 imag. Wurzeln. 1 neg. und 2 pos. Wurzeln. 



B) H<0. 
III. JS zwischen und H^, 
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2 neg. und 1 pos. Wurzel. 
Darmstadt, 4. Januar 1903. 



IV. H zwischen H^ and 
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1 pos. und 2 imag. Wurzeln. 



Bemerkung zn der vorstehenden Note des Herrn 

S. Gnndelflnger. 

Von E. Lampe in Berlin. 

Zwar läßt sich nicht feststellen, wann GauB den handschriftlicheii 
Zusatz zu der von Herrn Gundelfinger diskutierten kubischen Glei- 
chung gemacht hat; wenn man aber berücksichtigt, daß Sturm seinen 
Satz erst 1829 ohne Beweis veröffentlicht hat (der Beweis wurde 1832 
bekannt gegeben), und daß die Theoria motus schon 1809 gedruckt 
wurde, so scheint es natürlich, die Quelle der G au ß sehen Angaben in 
der bekannten algebraischen Losung der kubischen Gleichungen zu 
suchen, welche alle Eigenschaften der Wurzeln enthüllen muß. Hierbei 
kann man etwa folgenden Weg einschlagen. 



1) Zum Falle IV beachte man, daß 3^,4-1 i^och positiv, dafi dagegen 
3 IT -|-1 bei weiterer Abnahme von H beim Durchgang von R durch den Wert 
— "I" negativ wird. 
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Man setze in der zu untersachenden Gleichung 

(1) x^ + x^-Hx + ^H^O 

x = y — ^, so geht (1) über in 

(2) y»«-(Ä+A)y-,»(6J+l). 

Nun wird die Lösung von y^ ^ Ay + B durch die Formel 

gegeben, wo ^ [Diskriminante von (1) und (2)] geschrieben ist für 
&— ^Ä\ In unserem Falle wird 

^-4(6ff+l)«-4(3fl-+l)» 

oder 

(3) J = -{,H{H-H,){H-H,), 

WO H^ und H^ die Wurzeln der quadratischen Gleichung 1 + %H— 9H^=^0 

sind, d. h. 

In den drei Fällen H^O, Jff- H^, H^ H^ besitzt also die Gleichung (2) 

zwei gleiche Wurzeln, deren Wert = — V\^ ist? oder = — "j/}^, wo 

y\A gleiches Vorzeichen mit B hat. Für H=^ H^ ist die Doppel- 
wurzel also 

y-i(l-y5), a;--i(l+>/5) = -B,; 

fSr5 = ^ ist 

y = i(l+y5), a:-i(-l + y5) = -B,. 

Aus der Form (3) för J erkennt man sofort, daß, wenn H in den 
Intervallen liegt: 

«) (- oo . • . ^,), ^)(fl,..-0), y)(0...^), d)(i^...oo), 
das Vorzeichen von z/ wird 

Daher sind zwei Wurzeln von (1) in den Fällen «) und y) imaginär, 
eine reell; in den Fällen ß) und 8) sind alle drei Wurzeln reell. 

Da nun das Produkt aller drei Wurzeln x^-x^-x^ gleich — \H ist, 
80 folgte wenn z. B. rr^ und x^ konjugiert komplex sind, x^ • x^ positiv, 
also Xj von eni^egengesetztem Vorzeichen wie H^ d. h. die reelle Wurzel 
ist positiv im Falle a), negativ im Falle y). 
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Sind alle drei Wurzeln reell^ so kann man ihre Vorzeichen ans 
der bekannten Zeichenregel von Descartes bestimmen. Ist H negaÜT, 
so sind die Vorzeichen der Glieder in (1): H — h + — ; man hat 
zwei Zeichenfolgen^ einen Zeichenwechsel^ also zwei negative und eine 
positive Wurzel im Falle ß). Ist H positiv^ so ergeben sich die Vor- 
zeichen: H — h — +, somit eine Zeichenfolge und zwei Zeichenwechsel, 
folglich sind im Falle S) zwei Wurzeln positiv und eine negativ. 

Für jedes der Intervalle a), ß), y), d) läßt sich auch der Zahl- 
bereich jeder einzelnen Wurzel bestimmen, wie ich dieses an vielen 
Beispielen in dem Büchelchen gezeigt habe: „Geometrische Angaben 
zu den kubischen Gleichungen'^ Berlin, 1877. Diese Schrift wurde 
gerade zu dem Zwecke verö£Pentlicht, damit die kubischen Gleichungen, 
auf welche viele Aufgaben führen, nicht bloß numerisch gelost, sondern 
zur Determination der Aufgaben benutzt werden. 

Berlin, den 10. Januar 1903. 
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E. BonclL6 et Gh. de Comberonsse, Traitö de göom^tiie. T" Edition. 

Paris 1900, Gauthier-Vülars. XLH + 648 + 664 S. 17 fr. 

Das vorliegende für den elementargeometrischen Unterricht an den 
Schulen Frankreichs grundlegende Werk ist in siebenter Auflage erschienen I 
Es bietet das Pensam der ebenen und räumlichen Geometrie in einer Fülle 
and Yollendong, wie es an deutschen Schulen wohl kaum erledigt werden 
kann. Eigentümlich sind dem Werke die zahlreichen Ausblicke, welche auf 
die verschiedenen Teile der höheren Geometrie geboten werden. So ist dem 
ersten Teil (S. 1 — 548) eine 42 Seiten lange historische Darstellung vor- 
angeschickt; angeh&ngt sind ihm 1) ein Aufsatz über die neuere Dreiecks- 
geometrie, den der mn ihren Ausbau hochverdiente Lütticher Mathematiker 
J. Neuberg verfaßt hat, 2) der Hilbertsche Beweis für die Transcendenz der 
Zahl ff, 3) eine Notiz über die Geometrographie aus der Feder ihres Erfinders 
£. Lemoine, desselben Mathematikers, welcher der ncfUeren Dreiedcsgeometrie 
den Anstoß im ihrer Entwickhmg gegeben hcU. Der zweite Teil (S. 1 — 664) 
enthalt nach dem stereometrischen Pensum die allgemeine Theorie der 
Kegelschnitte und Oberflachen zweiter Ordnung und in Anhängen 1) eine 
Notiz über die Anwendung der Determinanten auf die Geometrie, 2) eine 
Notiz über die linearen und quadratischen Transformationen sowie — was 
wieder aus der Feder von Herrn Neuberg stammt — über die einem 
Dreieck adjungierten Kegelschnitte, 3) eine Abhandlung von Herrn Neuberg 
über die neuere Geometrie des Tetraeders und 4) einen Aufsatz über die 
Nicht-EukHdische Geometrie aus der Feder des Herrn H. Poincar^. 

Außerdem bieten beide Teüe eine große Menge von Fragen und Auf- 
gaben im Anschluß an die einzelnen Pensen. 

Im einzelnen sei noch auf die elegante und allgemeine Lösung von Herrn 
Fonch4 zum Apollonischen Berührungsproblem aufmerksam gemacht, welche 
die Betrachtung der einzelnen speziellen Fälle überflüssig macht, sowie auf 
ein Versehen in dem Kapitel 1180 Über die ähnlichen und ähnlich liegenden 
Kegelsdmitte, welches darin besteht, daß die Definition: „Zwei ähnliche und 
ähnlich liegende Kegelschnitte haben im Unendlichen eine gemeinsame Sehne" 
auch umgekehrt als richtig hingestellt wird (vgl. B. Müller, Arch. (3) 2, 
342—344). 

Berlin. E. Jahnke. 
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Müller, Baltin und Maiwald. EurBgefaßtes Lehrbuch der Mathe- 
matik für Seminare nnd Präparandenanstalten. Unter Zugrunde- 
legung des Lehrbuchs von Hch. Müller: Die Mathematik auf den 
Gymnasien und Realschulen, Teil I B, nach den Lehrplänen von 1901 
für Seminare u. s. w. bearbeitet von R. Baltin und W. Maiwald. 
Leipzig u. Berlin, 1902. B. G. Teubner. Mk. 2,20. 

Müller, Baltin und Maiwald. Sammlung von Aufgaben aus der 
Arithmetik, Trigonometrie und Stereometrie mit zahlreichen 
Anwendungen auB der Planimetrie und Physik für Seminare und 
Präparandenanstalten. Unter Zugrundelegung der Müller-Kutnews- 
k 7 sehen Aufgabensammlung, Teil I, nach den preuTsischen Lehrplänen 
von 1901 bearbeitet von R. Baltin und W. Maiwald. Leipzig u. 
Berlin, 1902. B. G. Teubner. Mk. 3,00. 

Das Lehrbuch weicht von dem zugrunde gelegten Müll er sehen, über 
welches im Archiv (3) 3, 156/7 berichtet ist, nur in geringem Maße ab. Die 
Umgestaltungen schließen sich durchweg an den zweiten Teil des Müll er- 
sehen Lehrbuches an. Ref. kann sich daher darauf beschränken festzustellen, 
daß das vorliegende Lehrbuch alles wünschenwerte Material vollständig 
enthält. 

Die Aufgabensanunlung weicht in Einzelnheiten von der zugrunde 
gelegten Mü 11 er-Kutnewsky sehen vielfach ab, indem einige Gebiete be- 
sonders arithmetische, Kürzungen, andere Erweiterungen erfekhren haben, 
namentlich die Aufgaben der Zinseszins- und Rentenrechnung, der Trigono- 
metrie und Stereometrie. Durchaus zu billigen ist es, daß die Aufgaben 
über Kettenbrüche fortgelassen sind. Recht praktisch ist die Hinzufngung 
von Übungen in der Benutzung der Logarithmen- und trigonometrischen 
Tafeln. Falls man wünscht, daß die Aufgabensammlung auch Anleitungen 
zur Lösung der Aufgaben enthalten soll, ist die Brauchbarkeit gefördert, 
indem vielfach durch starken Druck hervorgehobene Musterbeispiele zugefügt 
sind. Das Material der Sammlung ist ein reiches. 

Ref. kann Lehrbuch und Sammlung den Interessentenkreisen warm 
empfehlen. 

Schöneberg b. Berlin. E. Kullrich. 



F. Fietzker und 0. Presler. Bardeys Aufgabensammlung. Neue 
Ausgabe nach der 24. Auflage bearbeitet. Leipzig aind Berlin 1900, 
B. G. Teubner. 

Neben der 24. Auflage dieses bekannten Werks, an dem seit 1871 
Generationen ihre ersten arithmetischen Studien getrieben haben, ist fast 
gleichzeitig diese „Neue Ausgabe*' veröflfentlicht worden. Den Bearbeitern 
gebührt Dank dafür, daß sie sich entschlossen haben, dem Buche eine Ge- 
stalt zu geben, welche den Anforderungen des gegenwärtigen Unterrichts 
in stärkerem Maße gerecht wird, als es die alte Ausgabe noch leisten kann. 
Wenn auch an der äußeren Einteilung des Buchs kaum eine Änderung 
vorgenommen ist, so macht sich doch überall der neue Geist fühlbar. Ganz 
besonders gilt dies für die Textaufgaben, welche den modernen Verhältnissen 
angepaßt sind. 
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Den gleichzeitigen Gebranch beider Ausgaben haben die Verfasser da- 
durch erleichtert, daß da, wo es nötig ist, der neuen Nummer der Aufgabe 
die alte hinzugef&gt ist. Diese Maßregel ist besonders auch für den Übergang 
von der alten zur neuen Ausgabe zweckmäßig. 

Berlin. H. Opffz. 



1. Selmster. Geometzlsohe Aufgaben und Lehrbnoh der Geometrie 
für lüttelBOhnlen. (Ausgabe G der „Geometrischen Aufgaben ^^). 
B. G. Teubner. Leipzig 1901. VEI u. 88. 8. 8^ Mk. 1,40. 

Das Büchlein schließt sich eng an desselben Verfassers „Geometrische 
Aufgaben. £in Lehr- und Übungsbuch^^ an, erschienen 1899 bei dem gleichen 
Verlage in den Ausgaben A für Vollanstalten und B fOr Progjmnasien und 
Bealschulen. Ausgabe C ist unter Mitwirkung von Herrn Bieler bearbeitet 
nnd entspricht ihrem besonderen Zweck durchaus. Der Stoff dürfte auch 
dann ausreichen, wenn die Verhältnisse es gestatten, über das Mindestmaß 
im Pensum hinauszugehen. 

Die genaue Durchbildung des Methodischen, derart daß die Lehrsätze 
ans den Aufgaben entwickelt werden, ist gerade für Ausgabe C von be- 
sonderer Wichtigkeit. Die Darstellung ist geschickt, die Anordnung klar. 
Hervorgehoben sei die Benutzung des Prinzips der Dualität. 

Im Einzelnen wird „Strahl^* S. 4 besser djirch „Halbstrahl^^ ersetzt. 
In n 5 b und 8 a muß es heißen: „Zu welcher vollen Stunde^' statt 
„Um wieviel Uhr". III (das Dreieck) und VI (örter und Kongruenzsätze) 
würde ßef. enger mit einander verbinden und dabei den Begriff der not- 
wendigen Bestimmungsstücke herausarbeiten. IX 19 b mufs genauer heißen: 
„Wieviel dem Werte nach verschiedene ümfangswinkel?" 

Bei mäßigem Preise ist die Ausstattung eine gute. Bef. kann das 
Büchlein empfehlen. 

Schoneberg. E. Kullrich. 



Chr. Schmehl. Die Algebra und algebraische Analysis mit Ein- 
schluß einer elementaren Theorie der Determinanten in den 
oberen EHassen von höheren Lehranstalten, insbesondere der 
Realgymnasien und Oberrealschulen. Gießen 1901, E. Roth. 286 S. 
Mk. 2,50. 

Ein sehr ausführliches, für die oberen Klassen der Bealanstalten bestimmtes 
Lehrbuch. Die theoretischen Entwicklungen sind durch zahlreiche Beispiele 
erläutert, was das Buch auch für den Selbstunterricht geeignet erscheinen 
laßt. Es enthält mehr, als bei der auf den Schulen verfügbaren Zeit durch- 
gearbeitet, manches (namentlich auf dem Gebiete der Kombinationslehre), 
was recht wohl entbehrt werden kann. Die Verwendung von Determinanten 
hält auch Referent, wenigstens auf Oberrealschulen, fOr wünschenswert, nur 
zieht er es yor, bei der ersten Einführung auf kombinatorische Betrachtungen 
über gerade und ungerade Permutationen zu verzichten und lieber von der 
Auflösung linearer Gleichungen mit mehreren unbekannten auszugehen, auch 
sich auf Determinanten zweiter bis vierter Ordnung zu beschränken, die für 
die analytische Geometrie ja vollkommen ausreichen. Was Einzelheiten 



I 
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angeht, so möge nur bemerkt werden, daß man bei der Behandlung der 
kubischen Gleichungen heute nicht mehr sagen darf, es sei (im Falle einer 
negativen Diskriminante) noch kein Mittel gefunden, um auf algebraischem 
Wege die imaginäre Form der Cardanischen Auflösung auf eine reelle zu 
reduzieren, nachdem bereits vor zehn Jahren mehrere Mathematiker (Holder, 
Mollame, Eneser) streng nachgewiesen haben, daß eine solche Reduktion 
unmöglich ist. Da ausführlich davon die Bede ist, daß eine rationale Wurzel 
auch als Summe zweier irrationalen Zahlen erscheinen kann, hätte wohl auch 
das einfache Kummer sehe Kriterium dafür mitgeteilt werden können, daß 
im FaUe einer rationalen Wurzel jeder der beiden Summanden rational ist 
Berlin. C. Faerbeb. 

Edward T, Hnntlngtoii, über die Ghnmd-Operationen an absoluten 
nnd komplexen Qrößen in geometrisoher Behandlung. Inaugural- 
dissertation, Straßburg, 1901. Braunschweig, Friedr. Vieweg & Sohn. 
Mk. 1,50. 
Eine ausführliche Theorie der reellen und komplexen Größen, wie sie 
etwa in Stolz' Vorlesungen über allgemeine Arithmetik zu finden ist, nur 
daß überall für „absolute reelle Zahl^' „absolute Streckens fOr komplexe und 
positive oder /legative reelle Zahl „Vektor*' gesagt wird, wobei das Wort 
„Vektor'' nicht etwa im Graßmann-Hamiltonschen Sinn zu nehmen ist. 
Welchen Vorteil der Ersatz der Zahlen durch Strecken bieten soll, ist nicht 
recht ersichtlich, weil ja auch bei seiner Behandlungsweise der Verfasser es 
nicht vermeiden kann, den Grenzwert einer unbegrenzt fortsetzbaren Folge 
von Strecken, ganz analog den Can torschen Zahlenfolgen, einzuführen. 
Berlin. G. Faerber. 

Kitt, Moritz, Grandlinien der politischen Arithmetik. Zum Gebrauche, 
an Handelsakademien, Höh. Handelslehranstalten und zum Selbstunter- 
richte. I. Teil. Zinseszins- und Bentenrechnung. IV u. 78 S. H. Teil. 
Tabellen 29 S. Wien, 1901. Verlag von Karl Griteer u. Co. gr. 8®. Mk. 3. 
Die Zahl der Lehrbücher, die fClr den Unterricht in der Bentenrechnung 
auf der höh. Handelsschule für die Hand des Schülers zu Gebote stehen, 
ist eine recht geringe, da die meisten auch der elementar gehaltenen Bücher 
weit über das Ziel hinausgehen, das man bei der beschränkten Zeit des 
Unterrichts erreichen kann, während in den auf unseren Gymnasien gebrauchten 
Lehrbüchern die politische Arithmetik nur gestreift wird. Da liegt uns 
nun ein Buch vor, das sich genau dem Unterrichte anschließt, in einfacher 
klarer Weise die Formeln ableitet und in 100 teils völlig durchgerechneten, 
teils für Ausrechnung durch die Schüler bestunmten Aufgaben den gewonnenen 
Stoff verarbeitet und so zum geistigen Eigentum des Schülers macht. Das 
Werkchen besteht aus 2 Teilen, von denen der zweite die zur Berechnung 

nötigen Tabellen - log(l + i5ö) ™^ ^^«^-ioö) ^^'^ V*% ^^ 1^%» 

(l + j~j für p von y^ bis 10, für n von 1 bis 50 auf 8 Dezimalstellen, 

Sterbetafeln und Grundrechnungen zur Berechnung der Leibrenten und 
Anwartschaften nach den 4 vorher angegebenen Sterbetafeln — enÜuQi 
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Im ersten Teile befinden sich die Entwickelungen und Aufgaben, zunächst 
über die einfache Zinseszinsrechnung und Zeitrentenrechnung, d. h. Beuten, 
die für eine bestimmte Anzahl von Jahren ausgezahlt werden. Das Buch 
beschäftigt sich dann mit den Anleihen, der Berechnung der Annuitäten, 
d. L der gleichbleibenden Beträge, die jedes Jahr zur Verzinsung und Amo]> 
tisation aufgewendet werden müssen, und der Aufistellung der daraus hervor- 
gehenden Tügungspläne. Vor dem Eingehen auf die Lebensrenten wird das 
Nötigste aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung abgeleitet imd auf die Sterblich- 
keitstafeln angewendet. Von den Beuten werden nur behandelt die Lebens- 
rente gegen einmalige Einzahlung einer Summe und die aufgeschobene Beute 
gegen Prämienzahlung bis zum Beginn des Bentenbezugs, wobei aber auch 
die Främienreserve berücksichtigt wird. Die letzten Seiten sind den Ablebens- 
yersicherungen, den Anwartschaften, wie der Verf. sie nennt, gewidmet, 
wobei nur die Nettoprämie einer einfachen Lebensversicherung berechnet wird. 

Für Schulen, die sich etwas eingehender mit Bentenrechnung beschäftigen, 
insbesondere fßr höhere Handelslehranstalten, ist das Buch überaus brauchbar. 

Zum SchluB sei noch ein kleines Monitum gestattet. Als Formel zur 

EontroUe des Tilgungsplanes ist angegeben: x^^C ^^ , wobei das n 

im Zähler die Zeit bis zum kontrollierten Jahr, das n im Nenner die Tilgungs- 
dauer bezeichnet. Das ist unstatthaft und erzeugt Verwirrung, und es 
müßte das n im Zähler etwa durch n' ersetzt werden. 

Chemnitz. H, Willobod. 

Simon^ Max« Analytisohe (Geometrie des Baumes. Leipzig, Göschen. 
1. Teil Gerade, Ebene, Kugel. 1900. 152 S, 4 J( 2. Teil Die 
Flächen zweiten Grades. 1901. 176 S. 4,40 c/^ (Sammlung Schubert 
IX u. XXV). 

Li der „Sammlung Göschen^' erschien vom Verfasser „Analytische 
Greometrie des Baumes^, die von Herrn M. Cantor in der Zeitschrift für 
Mathematik u. Fhysik (44. Bd. 1899, pag. 79) besprochen wurde. Aus 
dieser kleineren Arbeit ist die uns yorliegende umfangi*eichere hervorgegangen. 
Der Gang der Darstellung ist derselbe geblieben, doch ist der Stoff überall 
tiefer und ausfOhrlicher behandelt, außerdem ist ein reiches Aufgaben- 
material beigefdgt. Li den ersten Kapiteln dient dieses hauptsächlich dazu, 
den Leser mit dem Bechenverfahren vertraut zu machen und ihn in die 
Beweismethode einzuführen, wobei die Lösung nicht gegeben oder doch nur 
angedeutet ist. Zu einem gründlichen Eindringen in die analytische Geometrie 
des Baumes ist die Bearbeitung solcher Aufgaben unerläßlich, und da man 
sich auf imseren Gymnasien und Bealgymnasien auf die analytische Geometrie 
der Ebene beschrankt, so ist gerade hier die Hinzufügung von zahlreichen 
Aufgaben nicht zu entbehren. Li den späteren Kapiteln wird die Aufgaben- 
stellung ausschließlicher angewendet, auch zur Entwickelung der Theorie, 
und da sind dann die Lösungen vollständig gegeben oder ausführlicher 
behandelt; doch fehlt es auch hier nicht an eigentlichem Übungsmaterial. 

Der erste Band behandelt die Koordinaten, Ebene und Gerade, den 
linearen Komplex, das Dualitätsprinzip, die Koordinatentransformation, bei 
der nun auch die Eul ersehen Formeln angegeben sind, und die Kugel mit 
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dem linearen Eugelkomplex und der Inversion. Der zweite Band, der sich 
vielfach an B eye anlehnt, aber auch die schönen Untersuchungen des Herrn 
Staude berücksichtigt, beschäftigt sich mit den Flächen zweiten Grades in 
allgemeiner und spezieller Behandlung. 

Das Werk enthält alles, was man bei einer elementaren Einführung 
in die analytische Geometrie des Baumes wünschen kann, die Darstellung 
ist klar und leichtfaßlich, so daß das Buch zum Studium aufs angelegent- 
lichste empfohlen werden kann. Die Determinantenrechnung ist nicht, wie 
in dem kleineren Werke vermieden, wenn die betr. Sätze auch immer noch 
ohne Zuhilfenahme derselben bewiesen werden. Mit der Bezeichnung {a&'{ 

fClr '2)' ^^^ ^^^^ Beferent recht wohl befreunden können, da sie sehr kurz 
und übersichtlich ist. 

Chemnitz. H. Willgbod. 



Jos« Diekmann. Eoppea Geometrie sum Gebrauche an höheren 
Unterrichtsanstalten. 19. Auflage (3. Aufl. der neuen Bearbeitung). 
I. Teil Planimetrie. Ausgabe für Gymnasien. Essen, G. D. Bädeker, 1902. 

Von der Kopp eschen Geometrie, deren erste Auflage 1836 erschienen 
ist, liegt uns der erste Teil in Neuauflage vor, der infolge der neuen Lehr- 
pläne von 1901 eine Änderung in der Verteilung des Stoffes erfahren hat, 
indem die Planimetrie, Trigonometrie und Stereometrie nun in je einen Band 
zusammengefaßt* werden. Das Werk ist wohl das älteste der heute ge- 
brauchten Lehrbücher der Planimetrie (Kambly erschien 1850), und die 
stets wieder erfolgende Neuauflegung beweist die hohe Brauchbarkeit des 
Buches. Dabei lehrt ein Vergleich der verschiedenen Auflagen, daß das 
Werk mit der Entwicklung der mathematischen Methodik stetig fortgeschritten 
ist, und daß es besonders duich den verdienten Herausgeber mannigfache 
Wandlung erfahren hat. Auch in dieser Auflage ist die besseimde Hand 
zu erkennen: eine Anzahl Aufgaben wurde hinzugefügt, in denen die Kreis- 
lehre auf bekannte ornamentale Formen angewendet wird, das Übungs- 
material fiir Konstruktionsaufgaben mit algebraischer Analysis wurde vermehrt 
und dieses Kapitel zugleich eingehender behandelt, und einige Tafeln geben 
uns „die Konstruktion einer Reihe von typischen Aufgaben in ihren Figuren 
auf Grund neuerer Anschauungen". 

Chemnitz. H. Willgbod. 



Großmann, Wilhelm. VersiolieTiuigsmaihexnatik. (Sammlung Schubert. 
XX). Leipzig, C. I. Göschen. 1902. 8^ VI u. 218 S. 5 JC, 

Durch die immer weitere Ausdehnung des Versicherungswesens, besonders 
auch durch den Ausbau der Arbeiterfürsorge, wird dem Versicherungswesen 
stetig größeres Interesse dargebracht, und die Zahl derer nimmt beträchtlich 
zu, die sich mit den mathematischen Grundlagen desselben bekannt zu 
machen wünschen. Da ist denn die Herausgabe eines Werkes mit Freuden 
zu begrüßen, das in reicher Vollständigkeit alle hierher gehörigen Fragen 
behandelt, und zwar in einer so einfachen und klaren Weise, daß auch der 
mathematisch weniger Geschulte sehr wohl das gesamte Buch mit vollem 



Bezensionen. 157 

Ventandnis durchzuarbeiten und damit in den für viele etwas spröden 
Stoff einzudringen vermag. 

Vorausgesetzt wird nur die Kenntnis der geometrischen Reihe und der 
Einleitung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung; ja die Formeln sind auch 
noch auf einem Wege abgeleitet, bei dem die letztere zu entbehren ist. 
Nach einem einleitenden Abschnitt über Zeitrenten imd Sterblichkeitstafeln 
werden in dem zweiten Abschnitt „Versicherung einfacher Leben^' die Einmal- 
prftmien der Erlebens- und Rentenversicherung besonders eingehend behandelt. 
£s kommen nach einander zur Berechnung die Prämien der Erlebens- 
Tersichemng, der Leibrenten, der aufgeschobenen Leibrenten, der kurzen 
Leibrenten, der aufgeschobenen temporären Renten, der Altersrenten, der 
steigenden Renten und zwar der lebenslänglich steigenden Renten, der eine 
Anzahl von Jahren steigenden und dann konstant bleibenden Renten, der 
eine Anzahl von Jahren hindurch steigenden und dann aufhörenden Renten 
und der aufgeschobenen steigenden Renten. Auf die jährlich zu zahlenden 
Renten werden sodann die unterjährigen oder terminweisen Renten zurück- 
geführt, die in kleineren Terminen wiederkehrend gezahlt werden, und zwar 
geschieht die Berechnung sowohl nach Van Heers Methode als auch unter 
der Annahme des gleichmäßigen Absterbens innerhalb eines Jahres. Während 
das Resultat der ersteren vom Zinsfuße ganz unabhängig ist, ändert sich 
das der zweiten mit diesem. 

Ln zweiten Kapitel werden die Einmal-Prämien der Ablebensversicherung 
abgeleitet, wieder für die verschiedenen Fälle der einfachen Ablebensver- 
sicherung, der Ablebensversicherung mit Karenz, der kurzen Todesfallver- 
sicherung und der allgemeinsten Form der Lebensversicherung, daß für 
jeden SterbefaU in einem bestimmten Jahre eine bestimmte Summe zu zahlen 
ist. Den Schluß bildet die Ablebensversicherung mit sofortiger Auszahlung 
nach erfolgtem Tode. Die Berechnung aller verschiedenen möglichen Arten 
Ton Renten, von denen manche in der Praxis gar nicht vorkommen, hat 
für die Folge den Vorteil, alle weiteren Fragen auf einfache Weise dadurch 
behandeln zu können, daß sie auf eine oder mehrere Renten- bez. Ver- 
sicherungsarten zurückgeführt werden. Nicht wenig tragen zu der leicht 
verständlichen und übersichtlichen Art der Darstellung die vorteilhaften 
Bezeichnungen bei. Leider herrscht ja bis jetzt in den Lehrbüchern der 
Versicherungsmathematik eine allgemeine Übereinstimmung in dieser Be- 
ziehung nicht, und es wäre wünschenswert, wenn die Bezeichnungsweise des 
Torliegenden Werkes allgemein Eingang fände. Am meisten werden die- 
jenigen der deutschen Versicherungsanstalten angewendet, die man zum 
größten Teüe in dem vielgebrauchten Werke Zillmers „Die mathematischen 
Rechnungen bei Lebens- und Rentenversicherungen" findet Der Verfasser 
folgt derselben vielfach; wo eine Abweichung erfolgt, ist die Bezeichnung 
unseres Buches übersichtlicher, und außerdem ist das behandelte Gebiet 
hier wesentlich größer als dori 

Im dritten Kapitel wird die Einmal-Prämie der gemischten Versicherung 
oder der abgekürzten Lebensversicherung, wie sie meist genannt wird, 
berechnet, der Art, die von den Ablebensversicherungen jetzt wohl am meisten 
in Betracht kommt, bei welcher das Kapital bei Erreichung eines bestimmten 
Lebensalters ausgezahlt wird, bei früherem Tode aber zur Zeit des Ablebens. 
Bei dem folgenden Kapitel, der Berechnung der Jahresprämien, treten die 
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Vorzüge des Buches ganz besonders hervor. Alle Arten werden abgeleitet 

aus der einfachen Beziehung V^ ^ v^ - R^y wo V^ die EinnLal-Pramie 
irgend einer Yersicherungsart, v^ die Jahrespramie und irgend eine Benten- 

art B^ die Art der Zahlung der Jahresprämie ist. In Kapitel Y wird die 
Bruttoprämie aus der Nettoprämie bestimmt. Sodann werden die Gegen- 
versicherung und die Prämienrückgewähr behandelt. Bei der Gegenyersicherung 
werden die für die Hauptversicherung gezahlten Prämien zurückgezahlt, falls 
die Anstalt wegen vorzeitigen Ablebens des Versicherten an denselben keine 
Zahlung leistet, bei der Prämienrückgewähr in demselben Falle sämtÜche 
Prämien. Auch die Berechnung der Prämienreserve, mit der* sich das 
Vm. Kapitel beschäftigt, ist nach den bisherigen Durchführungen einfGUsh. 
Zunächst wird zwischen retrospektiver und prospektiver Prämienreserve 
imterschieden, gezeigt, daß beide gleich sind, und sodann werden beide 
berechnet, wie zuletzt auch die Zillmersche Prämienreserve. Zillmer geht 
bekanntlich von der Voraussetzung aus, die Jahres -Netto -Prämien irgend 
einer Versicherung seien erst vom 2. Jahre angefangen einander gleich, 
während die Jahres -Netto -Prämie des 1. Jahres um einen Betrag Ä geringer 
sei, der zur Bestreitung der Kosten der Versicherungs-Aufnahme dient. 

Für die Aufstellung der Bilanz einer Versicherungsanstalt ist es bequemer, 
die Prämienreserve nicht für jeden einzelnen der Versicherten gesondert zu 
berechnen, sondern die Bestimmung durch Gruppenrechnung zu verein&chen. 
Auch dafür werden die Formeln aufgestellt. 

Der dritte Abschnitt beschäftigt sich mit der Versicherung verbundener 
Leben, den Verbindungsrenten, der einseitigen Überlebensrente (Witwen- 
und Waisen -Pension) und den verschiedenen Ablebensversicherungen. Es 
werden wieder zunächst die "Rinm a1 -Prämien , dann die Jahresprämien und 
die Prämienreserven bestimmt. 

Liegen für die Renten- und Ablebensversicherung mehrere zuverlässige 
Sterblichkeitstafeln vor, von denen in unserem Buche die Tafel der 23 deutseben 
Gesellschafben für normale Leben mit vollständiger ärztlicher Untersuchung, 
die Tafel der 17 englischen Gesellschaften, bei der Männer und Frauen 
nicht getrennt sind, und die Brunesche Tafel aufgenommen sind, so sind 
für die nun folgende Invalidenversicherung wohl nur die Tabellen von 
Karl Heym nach den Beobachtungen der Leipziger Kranken-, Invaliden- und 
Lebensversicherung „Gegenseitigkeit^^ und die Zimmermannsche Tabelle fur 
die nicht zum Zugpersonal gehörenden aktiven Eisenbahnbeamten vorhanden, 
welche letztere den Berechnungen des Buches zu Grunde gelegt ist. Erst 
wenn unsere Invaliditäts- imd Altersversicherung längere Zeit in Geltung 
gewesen sein wird, werden wir für diesen Fall Tafeln haben, die den 
Sterblichkeitstafeln an die Seite zu stellen sind. Nach der Berechnung der 
Aktiven- und Livalidenrente, d. h. dem gegenwärtigen Werte einer Beute, 
die einem Aktiven gezahlt wird, so lange er aktiv ist, einem Invaliden bis 
zu seinem Tode, werden zwei Methoden der Pensionsversicherung für invalid 
Werdende abgeleitet, die Ka an sehe, bei welcher von den A^ Aktiven des 
Alters X der Dekremententafel ausgegangen wird^ und die Karupsche, bei 
welcher der Ausgangspunkt die Wahrscheinlichkeit bildet, daB ein d;-jähriger 
Aktiver im Alter x -^ k als Invalide lebt. Beide führen, wie in einem 
besonderen Paragraphen gezeigt wird, zu demselben Werte der Pensions- 
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Tersichenmg. Es folgen dann die Ableitungen der Einmal-Prftmien fcir die 
Pensionsversicherang mit Karenz, der steigenden Pensionsversichening und 
der steigenden Pensionsversicherung bei steigendem Qehalte, sowie der 
nnbedingten Pensionierung nach einer bestimmten Anzahl von Dienstjahren 
und der Witwen- und Waisenpension. Die Jahresprämien wie die Prämien- 
reserven ergeben sich dann leicht wie frfiher. Ein letztes kurzes Kapitel 
ist der Krankenvenicherung gewidmet 

Überall, und das macht das Buch auch fEb- den Praktiker wertvoll, 
sind Schemata fOr die Berechnung der Renten bez. Prämien angegeben 
und bei den meisten auch Beispiele durchgerechnet Für jeden, der sich 
eingehender mit Renten- und Lebensversicherung beschäftigen will, kann 
das Bnch aufs angelegentlichste empfohlen werden. 

Chemnitz. H. Wili<orod. 



Bealing^ Wilhelm* Die Grundlagen der Lebensreniicherung. Berlin, 
1901. E. S. Mitüer u. Sohn. Xn n. 67 S. S^. 

Während sich das Bach von Oroßmann an diejenigen wendet, die in 
die mathematische Theorie der Lebensversicherung eindringen wollen, ist 
dieses Werkchen f&r einen erheblich größeren Leserkreis bestimmt Es soll 
aadi denen einen. Einblick in die Grundlagen der Lebensversicherung ermög- 
lichen, welche, ohne sich von Amts wegen mit dem Versicherungswesen 
beschäftigen zn müssen und ohne die besonderen mathematischen Vorkennt- 
nisse zu besitzen, der Lebensversicherungsfrage ein Literesse entgegenbringen, 
also der großen Zahl derer, die ihr Leben bei einer Gesellschaft versichert 
haben (wie wir uns kurz, wenn auch nicht korrekt ausdrCLcken) und die 
ein genaueres Verständnis der ganzen Frage erlangen möchten. Diesem 
Erschließen des Verständnisses dient das Buch in vortrefflicher Weise; auf 
die Grundlagen ist, soweit es ohne Heranziehung des eigentlich Mathematischen 
geschehen kann, erschöpfend eingegangen. Ln Text sind die Formeln voll- 
ständig vermieden; in den unter dem Text angefügten Noten sind einige 
der einfachsten abgeleitet 

Nach einander sind in 4 Kapiteln besprochen l) der Grundgedanke 
der Lebensversicherung, welcher dahin zusammengefaßt ist, „solche wirt- 
schaftlichen Ergebnisse, welche mit der Lebensdauer der Menschen in Be- 
ziehungen stehen und welche an und fOr sich (isoliert) für den Einzelnen 
abhängig von seiner individuellen Lebensdauer sind, innerhalb eines größeren 
Personenkreises auszugleichen und damit zugleich für die Einzelnen unab- 
hängig von ihrer individuellen Lebensdauer zu stellen'^ Es folgen 2) die 
mathematischen Grundlagen der Lebensversicherung, worin sowohl Versiche- 
rungen auf einfache Leben wie auf sogenannte verbundene Leben betrachtet 
sind, 3) die Elemente der Prämie, Netto- und Bruttoprämien, Prämienreserve, 
4) das lüaiko aus der Versicherungsuntemehmung, Gegenseitigkeitsanstalten 
und Aktienuntemehmungen. 

Das Werkchen kann nicht nur allgemein allen empfohlen werden, die 
sich mit den Grundgedanken der Lebensversicherung bekannt machen wollen, 
sondern auch den Mathematiklehrem, die den Stoff zu behandeln haben, 
und denen auch eine Darstellung von anderer Seite — der Verfasser ist 
Jurist — hochwillkonmien sein muß. Auf eine von der gewöhnlichen 
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abweichenden Auffassung der Lebenswahrscheinlichkeit, der der Verfasser 
einen Teil der Vorrede widmet, wird der Ref. an anderer Stelle eingehen. 

Chemnitz. H. Willqrod. 

Arthur BreasingS SteuermannBlmTiBt. Herausgegeben von Schilling, 
Fulst und Meldau. 6. Auflage. Heinsius, Leipzig, 1902. 460 S. 
Mk. 14. 

Nach dem Vorwort handelte es sich nicht etwa darum, ein umfassendes 
Handbuch der Navigation herzustellen, sondern ein Buch, wie es beim 
Unterricht auf Seefahrtsschulen gebraucht werden kann. Damit ist zugleich 
gegeben, daß die Mathematik nur insofern Behandlung finden wird, als sie 
später in der Praxis auch Anwendung finden kann. Für die Lehrer der 
Mathematik hat nun die Seeschiffahrt wenigstens insofern stets ein besonderes 
Literesse gehabt, als sie eine Fundgrube von Beispielen für die sphärische 
Trigonometrie darstellt, und sicher sind viele Fachkollegen im Besitze des 
einen oder anderen Buches über Navigation, vielleicht einer alten Auflage 
von Breusing selbst. Aber im Laufe der Zeit haben sich die Verhältnisse 
der Seeschiffahrt recht sehr verändert und kompliziert, und wenn Breusing 
persönlich eine Berücksichtigung der Verhältnisse bei seinen Lebzeiten abge- 
lehnt hat, so haben die jetzigen Bearbeiter es in der Tat verstanden, uns eine 
zeitgemäße Behandlung des Stoffes zu bieten. So ist bezüglich der Orts- 
bestimmung vor allen Dingen die Theorie der Standlinien von weittragender 
Bedeutung geworden. Ihr widmet das Buch daher auch, ohne die anderen 
Methoden der Ortsbestinmiung zu vernachlässigen, mit Becht eine klare und 
schöne Darstellung, die m. £. auch wohl beim Unterricht in der mathematischen 
Geographie mit Erfolg Verwendung finden könnte. Dann findet sich eine 
den heutigen Verhältnissen entsprechende Behandlung des Kompaßwesens, 
deren Berücksichtigung den Unterricht über Magnetismus nur beleben und 
interessant gestalten kann. Endlich bietet auch die Behandlung der Beobach- 
tungsinstrumente Beispiele der Optik, die sicher heute schon vielfach beachtet 
werden. 

Wir haben somit ein Buch, dessen Lektüre den Lehrer der Mathematik 
und Physik auf manchen auch in der Schule erwähnenswerten Gedanken 
führt und es ihm so erleichtert, sich das Interesse der Schüler zu sichern, 
ein Buch, welches zeigt, wie auf einem wesentlichen Gebiete des heutigen 
praktischen Lebens die elementaren Lehren der Mathematik und Physik 
strengste Befolgung erheischen, dann aber auch zum Verständnis desselben 
ausreichen. Ich möchte dasselbe deswegen als für die Lehrerbibliotheken 
unserer höheren Schulen geeignet empfehlen, indem ich sicher glaube, daß 
jeder Leser des Buches dadurch ein Band findet, das seine Wissenschaft mit 
dem praktischen Leben verknüpft, und daß wir uns in der Schule die 
Möglichkeiten nicht entgehen lassen sollten, durch Hinweise auf Verwendungen 
unserer Schullehren im praktischen Leben auch die Schüler zum besseren 
Verständnis des letzteren zu befähigen. 

Mit Rücksicht auf die Praxis kann ich es mir nun allerdings auch 
nicht versagen, hier noch einen Wunsch betr. des mathematischen Lehrstoffis 
auszusprechen. Daß seine Behandlungs weise sich anfechten läßt, meine 
ich dabei nicht. Aber die Behandlung der Stereometrie erscheint mir dodi 
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etwag SU äbmpt. An die Lehre yom- Cylinder schließt sich nämlich die 
Berechnung des Fasses, und zwar als letztes Olied der Stereometrie über- 
haupt Die Formel kami natürlich nicht entwickelt werden. Dazu wftre 
es nötig gewesen Y die Formeln für die Pyramide und das Prismatoid vor- 
wegzunehmen. Das aber hatte auch genügt, die Simpsonsche Begel zu lehren, 
und ich meine, daß diese auf keinem Oebiete der angewandten Mathematik 
fehlen darf, auch nicht für den denkenden Seemann. Denn so wichtig wie 
die Berechnung des Fasses muß ja für ihn auch diejenige von Tanks oder 
Bunkerrilumen oder endlich der Schiffsgeftße selbst sein. Und außerdem 
würde es ihm dadurch ermöglicht, auch die Berechnung eines Diagramms 
zu begreifen, was ja auch für den Seemann nicht ganz unwesentlich ist. 
Dem Mathematiker ?rird diese Lücke wohl meist noch imangenehmer sein; 
hoffentlich gibt eine neue Auflage bald die Möglichkeit, sie auszufüllen. 

Magdeburg. Fb. Bbadhering. 

L. Marc« flamnilniig von Aufgaben ans der höheren Mathematik» 
teohniaohen Mechanik und darstellenden Geometrie. München 1901, 
Th. Ackermann. 52 S. Mk. 1,60. 

Es ist eine Sammlung von Aufgaben, welche bei der Vorprüfung für 
das Bauingenieur^, Architektur- und Maschineningenieurfach an der tech- 
nischen Hochschule zu München in den Jahren 1885—1901 gestellt worden sind. 

Der erste Teil enthalt 71 Aufgaben aus den Anwendungen der In- 
fioitesimalrechnung auf die analytische (Geometrie der Ebene und des Baumes. 
Es wird die Diskussion von ebenen und Baumkurven sowie Fl&chen zweiten 
Grades, femer Integration einfacher Differentialgleichungen verlangt. Der 
zweite Teil bietet 21 Aufgaben aus der darstellenden Geometrie und der 
dritte 35 Angaben aus der technichen Mechanik. 

Um eine Vorstellung von dem Charakter dieser Aufgaben zu geben, 
möge aus jedem Abschnitt je eine hier mitgeteilt werden: 

1) Gegeben ist die Fläche zy^ ^^ y — a?. Man diskutiere die Gestalt 
der Fläche durch Untersuchung ihrer Schnitte mit Ebenen parallel der 
jry-l^bene. Man suche die parabolische Kurve der Fläche und bestimme 
deren Projektionen auf die drei Koordinatenebenen. Endlich berechne man 
das Volumen des Körpers, welcher senkrecht über dem Quadrat, begrenzt 
von den Geraden as«— 1, y — -f-l; a?=« + l, y=« + 3, errichtet ist und 
bis zur Flädie als oberer Begrenzung reicht. 

2) Es soU die Durchdringung einer regulären schräggestellten dreiseitigen 
Pyramide und einer Kugel nebst Schattenkonstruktion in senkrechter Pro- 
jektion dargestellt werden. 

Gegeben von der Pyramide der Mittelpunkt der Basis durch die Pro- 
jektionen M^M^ die Spitze durch die Projektionen S^S^\ femer durch die 
Projektionen g^g^ eine Gerade ^, in welcher eine von der Spitze ausgehende 
Kante der Pyramide liegt Die Kugel, deren Mittelpunkt durch die Projek- 
tionen 3Ri, SR, gegeben ist, soll die Gerade g berühren. Die Lichtrichtung 
ist gegeben durch die Projektionen \l^, 

3) Ein Ring von rechteckigem Querschnitt ist an einer Stelle auf- 
geschnitten und wird dort durch zwei entgegengesetzt gerichtete Kräfte von 
20 kg auseinandergezogen. 

AxchlT der Mathematik und Physik. HI. Reihe. V. 11 
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Bie ursprüngliche Schlitzweite 8 kann als klein gegen die Abmessungeii 
des Ringes betrachtet werden, um wie yiel vergrößert sich s durch die 
elastische Formänderung, die der Bing erföhrt, wenn der Elastizitätsmodul 
gleich 2-10^ atm gesetzt wird, und wie groß ist die Biegungsbeanspruchnng 
an der gefährlichsten Stelle? 

Berlin. E. Jahnkb. 

F. Michel. Beoueil de probldmeB de göomötrie analytique. (Solu- 
tions des probl&mes donnes au concours d'admission a TEcole Polytechni- 
que de 1860 a 1900). Paris, Gauthier-Villars, 1900. 240 S. 8®. 

Diese Sammlung ist bestimmt für die Schüler der berühmten classee 
de mathematiques speciales, deren besondere Aui^be die Vorbereitung f^ 
den Eintritt in die Ecole Polytechnique oder Ecole Normale ist. Bekannt* 
lieh finden bei beiden Schulen Aufnahmeprüfungen statt, und wenn mau 
bedenkt, daß z. B. im Jahre 1897 von 1023 Bewerbern nur 224 in die 
erstere, und von 260 nur 13 in die zweite gelangten, kann man im voraas 
ermessen, welche hohen Anforderungen an die Kandidaten gestellt werden 
dürfen. 

Das vorliegende Buch gibt die ausführlichen Lösungen der in den 
letzten 41 Jahren gestellten Probleme aus der analytischen (Geometrie; es 
handelt sich meist um Herleitung und Diskussion von geometrischen örtem 
imd algebraischen Gleichungen, die durch spezielle Verknüpfung gegebener 
Kegelschnitte erzeugt werden. Wegen der chronologischen Folge sind sach- 
liche Ordnung oder didaktische Prinzipien ausgeschlossen, trotzdem möchten 
wir wünschen, daß auch deutsche Studenten der Mathematik ihre Kräfte an 
diesen Aufgaben exproben und stählen; viele oder alle würden gar bald 
erkennen, daß der bei uns übliche Unterricht ihnen auf diesem Gebiete 
noch manches zu tun übrig läßt. 

Berlin. Richard Müller. 



£• Greye. Vierstellige logariihmisohe und trigonomelriMlie Tafeln. 

Glogau 1901, C. Flemming. 

Die vierstellige Logarithmentafel bietet eine für die Schule völlig aus- 
reichende Genauigkeit und hat gleichzeitig den Vorzug, die eigentliche 
Bechenarbeit bei der Lösung mathematischer Aufgaben zu vermindern. Ihre 
allgemeine Einfährung im Schulgebrauch dürfte daher in nicht allzufemer 
Zeit bevorstehen. Aus diesem Grunde mag die Einrichtung der vorliegenden 
Tafel kurz beschrieben werden. 

Die Mantissen aller vorkommenden Logarithmen sind vollständig 
hingedruckt, so daß der Schüler die ersten Ziffern derselben nicht an 
einer anderen Stelle als die letzten zu suchen braucht. Um femer das 
Interpolationsgeschäfb nach Möglichkeit zu vermeiden, sind die Logarithmen 
der natürlichen Zahlen bis 10000 aufgenommen, während die Logarithmen 
der trigonometrischen Funktionen von Minute zu Minute fortschreiten. In 
einem Anhange werden eine Reihe von Hüfstabellen gegeben, welche manche 
Rechnungen und die Lösung mancher Aufgaben aus Phjsik, Chemie und 
mathematischer Geographie erleichtem sollen. 
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In Bezug auf die äußere Einrichtung ist besonders die Teilung der beiden 
Haupttafeln durch Linien in Gruppen von je drei ZeUen und das bequeme 
Buchfbrmat berrorzuheben. 

Berlin. E. Jahnke. 

Annnalre pour Tan 1902, publiö par le bureau des longitudeB. Paris 
Gauthier-Villars. 1,50 fr. 

Das Oktaybändcben bietet auf 656 Seiten in bekannter mustergültiger 
Weise eine Fülle von Kalendern, Tabellen und Tafeln, wo man jede Zahl 
aus JPfiysik und Technik nach dem Stande der neuesten Forschung ver- 
zeidmet findet. Wie schon die letzten Ausgaben enthält auch diese einen 
lAngeren Aufsatz aus der Feder des kürzlich verstorbenen Physikers A. Gornu 
über die gebrftuchlichen elektrischen Einheiten. Außerdem sind dem Bllndcheu 
angehängt die folgenden Abhandlungen: Notice sur la t^legraphie sans fil; 
par M. H. Poincar^. — Les courants polyphasis; par M. A. Cornu. — 
Sur Tapplication de la division decimale du quart de cercle a la pratique 
de la navigation; par M. E. Oujou. — Observatoire du sommet du Mont 
Blaue (creation et travaux); par M. J. Janssen. 

Berlin. E. Jahnke. 



Friedrich SoUrausch. Kleiner Leitfaden der praktiaohen Physik. 
Leiprig 1900. B. G. Teubner 8®. 260 S. 

Die Einführung in das absolute Maßsystem, die in knapp gedrängter 
Form geschrieben ist, den Stoff aber in übersichtlicher für den Anfänger 
best geeigneter Weise bringt, bildet die Einleitung zu dem Leitfaden, der 
den angehenden Praktikanten bei der Anstellung seiner physikalischen Übungs- 
aufgaben führen und unterstützen wilL Da das Maßsystem die Grundlage 
%Uer folgenden Messungen bildet, so ergibt sich die Yoranstellung eigent- 
lich stofflich Yon selbst. Ihm folgt das fiist wichtigste Kapitel. „Die Kritik 
der Messjongsgenauigkeit^^, nebst praktischen Angaben zur Erleichterung 
physikalischer Rechnungen. Der Leitfaden selbst schließt sich in der ganzen 
Art der Behausung des Stoffes, in der Auswahl der Aufgaben der bekannten 
größeren Ausgabe an, wird aber dem Anfänger häufig bessere Dienste 
leisten, weil er kompliziertere Meßmethoden ausschließt, und weil er yon 
jeder einzelnen Aufgabe resp. der Anleitimg zu ihrer Ausführung, durch den 
Druck unterschieden, die physikalische Definition der anzustellenden Messung 
bringt. Durch diese Bereicherung ist dem Leitfaden ein wesentliches Hilfs- 
mittel zugefügt, das den Lehrer entlastiet und den Praktikanten beflüiigt, 
selbst&ndiger als bisher zu arbeiten. Vor allem ist demjenigen damit gedient, 
der nicht selbst Physiker das Praktikum als Nebenstudium treibt, so dem 
Chemiker, dem Pharmazeuten, Mediziner und Mineralogen. Für alle diese 
war der ältere Leitfaden zu umfangreich und wissenschaftlich zu abstrakt. 
Dann sind bei den einzelnen Aufgaben zweckdienliche praktische Winke 
gegeben, z. B. bei der für Chemiker so überaus wichtigen Bestimmung der 
Dampfdichte. Ich erwähne hier nur die Methode ihrer Bestimmung nach 
Dumas, die in Ghemikerkreisen ihrer Ausftlhrungsschwierigkeit wegen ganz 
SU unrecht recht wenig beliebt ist, während sie doch den größten Grad 

II* 
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der Genauigkeit bietet. Die Angaben zu ihrer Ausführung sind hier so 
vorzüglich, daß sie auch dem Praktikanten, der über bedeutendere manuelle 
Geschicklichkeit nicht verfügt, bei genauer Befolgung der Augaben, Schwierig- 
keiten nicht mehr bieten wird. 

Raum- und Zeitmessungen sind auf das notwendigste Maß beschränkt; 
sie bieten ein mehr abstrakt physikalisches Interesse, dem in der gr($ßeren 
Ausgabe in weiterem umfange genügt wird. Speziell fCa den Chemiker 
sind wiederum die Methoden der Bestimmung des Gefrier- und Siedepunktes 
genau behandelt. Der Mineraloge und Mediziner wird in dem Abschnitt 
über optische Messungen alles Wünschenswerte finden. Die folgenden Kapitel 
über Magnetismus und Elektrizität geben auch dem Techniker alle modernen 
Meßmethoden. Sie werden eingeleitet durch die Bestimmung der horizon- 
talen Komponente des Erdmagnetismus nach der klassischen G an ß sehen 
Methode. Die Einleitung zu den elektrischen Messungen bildet eine kurze 
Rekapitulation der praktischen Einheiten und der zwei wichtigsten Gesetze, 
des Ohmschen und des Kirch hoff sehen. Dann folgen die gebräuchlichen 
Strom-Erreger und praktische Winke über Stromverbindungen und über die 
Behandlung von Meßwidersiänden. 

Zunächst werden die Messungen an den hergebrachten physikalischen 
Instrumenten erläutert, dann mit den modernen technischen Apparaten. Hier 
scheinen mir die üblichen Instrumente zur Wechselstrom-Messung etwas 
zu kurz gekommen zu sein. Namentlich scheint mir das Hitzdrahtinstrument 
in der Ausführung von Hartmann und Braun einige Beachtung zu verdienen. 

Den Schluß dieses Abschnittes bilden Messungen von Potentialen. 
Daran reihen sich die aus der größeren Ausgabe bekannten Tabellen. 

Der kleine Leitfaden wird allen denen, und vor allem auch Nicht- 
physikem imd darin liegt die größte Schwierigkeit der Aufgabe, die physi- 
kalische Messungen auszuführen haben, ein willkommenes Hilfsmittel sein, das 
sie aufs trefflichste, soweit ein Buch dies überhaupt vermag, durdi ihr 
Arbeitsgebiet hindurchgeleitet. 

Berlin. H. Boas. 

JK. T. Fischer. Neuere Venmche vor Mechanik der festen und 
flüssigen Körper mit einem Anhange über das absolute Mafi- 
systeuL Ein Beitrag zur Methodik des physikalischen Unterrichts. 
Mit 65 Figuren im Text. Leipzig und Berlin, 1902. B. 6. Teubner. 
68 S. 

Der Verfasser gibt eine Beschreibung der Versuche, die er im Münchener 
Ferienkursus von 1898 zur Erläuterung der mechanischen Grundbegriffe 
vorgeführt hat. Die Figuren sind meist nach Lichtbildern mit eingezeichnetem 
Maßstabe gegeben. Aus dem reichen Inhalt des Büchleins sei nur weniges 
hervorgehoben. Die Fallgesetze (auch im widerstehenden Mittel) werden 
(nach Boys) aus den Aufzeichnungen einer Stimmgabel abgelesen. Die 
Trägheitsbahn zeigt der Verfasser an einer Kugel, die in der Berührenden 
ihrer anfänglichen Kreisbahn weiterrollt. Die Gleichheit von Wirkung und 
Gegenwirkung wird mehrfach z. B. dadurch vorgeführt, daß die frei be- 
weglichen Schienen eines Motorwagens letzterem entgegenlaufen. Die Masse 
wird nach Mach definiert, der Lnpuls durch eine Reihe von Versuchen als 
Zuwachs an Bewegungsgröße erläutert. Die Kompressibilität des Wassers 
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nnd die Drucke in Seifenblasen verschiedener Krümmung werden gemessen; 
auch eine neue Wellenmaschine, pendelnde Bleicylinder, die auf eine Oummi- 
schnur gereiht sind, wird beschrieben. Im Anhang sind die wichtigeren 
absoluten Maßeinheiten knapp abgeleitet; der Grund fOr die scheinbare 
Verschiedenheit der elektromagnetischen und der elektrostatischen Dimen- 
sionen ist erfreulich scharf betont. 

Einige Stellen dürfen nicht ohne Widerspruch bleiben. Der Unabhängig- 
keitssatz (S. 24) und das Behammgsgesetz (S. 15) werden unter Vernach- 
lässigung der neueren Kritik als Erfahrungssatze behandelt; dementsprechend 
ist auch die Fassimg des Beharrungssatzes unverständlich, da die Vorstellung 
eines „sich selbst überlassenen Körpers" unvollziehbar ist; die Galilei zu- 
geschriebene Fassung des Gesetzes (8. 16) findet sich bei letzterem weder der 
Form, noch dem Inhalte nach. Daß es „unsinnig*^ sei, „den BegrijBf Masse in 
der Statik auch nur zu erwähnen" (S. 27), wird der nicht zugeben, der mit 
der Statik beginnen und doch den Begriff der Dichte geben möchte. Daß 
ein belasteter Tisch sich einbiegt, bis Druck und Gegendruck gleich geworden 
sind (S. 20 u. 28), „sieht" man doch nicht. Der Satz von der Äquivalenz 
kinetischer und potentieller Energie folgt aus „Definitionsgleichungen^' 
(8. 33) nur für ein Massenteilchen, nicht für eine Massengruppe, wie sie 
bei der Fallmaschine zur Verwendung kommt. Der Versuch, welcher die 
Elastizität des Wassers zeigen soll, ist nicht zwingend, da dem Schüler die 
Volun^nderung des Glases nur ausgeredet werden kann; wenn der Kom- 
pressibilitätsversuch, wie der Verfasser (wohl in Anlehnung an Mach) will, 
die Grundlage der Hydrostatik bilden sollte, so müßten auch die Elastizitäts- 
gesetze der festen Körper %hrer Statik voraufgehen. Würde nicht die „Vor- 
richtung zur Erzeugung von sinusförmigen Schwingungen" (S. 57) durch 
EinfElhrung einer Gelenkstange (statt des Schiebers 6r) wesentlich vereinfacht? 

Der Ob erb eck sehe Versuch über „Pendelresonanz" ist ein so ver- 
wickelter Vorgang, daß er Schülern kaum verständlich ist; auch ist er ent- 
behrlich, weil auf akustische und elektrische Resonanzen gar nicht anwend- 
bar; denn hier ist die Dämpfung der erzwungenen Schwingung die ent- 
scheidende Bedingung, die einen stationären Zustand des schwingenden 
Systems überhaupt erst herbeiführt. 

Der Verfasser kann sich mit Recht der Klarheit seines Buches rühmen 
(S. 27). Seine unterrichtlichen Meinungen freilich verraten empiristische 
Einseitigkeit. Mit der Erklärung, daß „Erfahrung die Grundlage aller Er- 
kenntnis" sei (die übrigens mit mehr Recht Baco von Verulam als 
Pestalozzi zugeschrieben wird), ist nichts gewonnen, so lange der Begriff 
der Erfahmng Mißdeutungen ausgesetzt ist. Selbständigkeit des Denkens, 
deren Pflege der Verfasser dem naturwissenschaftlichen Unterricht zuweist, 
ist Gharaktersache und somit vom Denkinhalt, sei er mm granmiatisch oder 
naturwissenschaftlich, unabhängig. Wer die hübschen experimentellen Dar- 
bietungen des Verfassers für seinen Unterricht benutzen will, wird sorglich 
auswählen müssen, damit neben der Kunst des Experiments auch die denkende 
Betrachtung der ungekünstelten Natur zu ihrem Rechte kommt. 

Berlin. P- Johannesson. 
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1. Aufgaben tuid Lehrsätze. Losungeii. 

A. Aufgaben und Lehnfttze« 

79. i. H. Schröter hat Math. Annal. 2, 561 zum erstenmale gezeigt, 
daß von zwei Dreiecken ahc und ABC^ die secfisfacJi perspektivisch liegen, 
die Ecken ahc des einen ; sowie eine Ecke A des anderen Dreiecks vnll- 
kürlich angenommen werden können, daß jedoch alsdann die beiden anderen 
Ecken B^ C des zweiten Dreiecks eindeutig bestimmt sind.^) Die hohe 
Bedeutung dieses Satzes für die aUgemeine Theorie der Kurven dritter 
Ordnimg geht aus dem von mir (zuerst in Math. Ann. 7, 455 und später in 
diesem Archiv (3), 1, 252 — 254) bewiesenen Theorem hervor: 

„Wenn zwei Dreiecke auf sechsfacJie Art perspektivisch liegen, so sind 
ihre 9 Schnittpunkte die Wendepunkte jeder durch sie gelegten Kurve dritter 
Ordnung." 

Aus dieser meiner Ergänzung des Schrot er sehen Satzes hat z. B. 
Herr H. Wiener durch die einfachsten geometrischen Hilfsmittel die wesent- 
lichen, beim syzygischen Büschel auftretenden Gruppen kmrz imd elegant 
abgeleitet. 

(Vgl. dessen Werk: Die Einteilung der ebenen Kurven und Kegel 
dritter Ordnung in 13 Gattungen. Halle a. S. 1901.) 

2. Jede Gerade (u^ « O) triflFt eine Kurve dritter Ordnung /" « in 
3 Punkten, deren Tangentialpunkte bekanntlich in einer Geraden {^fie- 
gleiterin") A ^^ liegen. Man vgl. über die Bildung der Gleichung A'^^0 
meine Arbeit in den Mathematischen Annalen 8, 136 ff. 

Bedeutet ^ = die Gleichimg der Hess eschen Kurve von /"»O, so 
ist ebendaselbst bewiesen: 

„Die Begleiterinnen der Geraden u^ «= in Bezug auf den Kurven- 
büschel Kf -{' XJ ^^ bilden einen zu diesem projektivischen Strahlenbüschel : 
kA + XM^ 0." 

3. Durch Verknüpfung der beiden Sätze in 1. und 2. entsteht folgende 
Grtmdaufgabe: 

Es sei ein syzygisches Kurvenbiiscfiel 3, Ordnung durdh die Ecken a, b, c 
des einen reellen Wendepunktsdreiecks u/nd die eine reelle Ecke des zweiten 
fundamentalen syzygischen Dreiecks gegeben. Wie konstruiert num den Punkte 
in welchen^ sich die sämtlichen Begleiterinnen einer gegebenen Geraden 
schneiden? 

1) Man vgl. die zuBammenfassende Eonstruktion Schröters 1. c. p. 662 
sowie mein Theorem in diesem Archiv 1, 254. 
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Für den Kenner yon Plückers „System der analytischen Geometrie^ 
wird die Wichtigkeit dieser Konstruktion sofort einleuchtend, wenn die ge- 
gebene Gerade mit der unendlich fernen zusammenfUlt. 

Darmstadt, 28. Dezember 1902. S. Gundelfinoer. 



B. LSsungen. 

Zu 5. (Bd. I, 8. 206) (E. Lampe). Wfthlt man P als Ursprung, so 
lautet die Gleichung der I31ipse 

6 V + aV — 2 ^V^ — 2 a^qy — 0, 

wobei cf^+h^p^ — a'&>».0 sein muß. Um den Krümmungsradius in P 
leicht berechnen zu können, bedient man sich der folgenden bekannten 
Konstruktion: Man zieht die Sehne PQ, die zur Tangente PT in Bezug auf 
die Achsen symmetrisch ist, dann triÄ das auf PQ errichtete Mittellot die 
auf PT senkrechte Ellipsennormale PN im Krümmungsmittelpunkte K. Da 
PT die Gleichung ll^px '\' a^qy ^^ hat, so ist die Gleichung von PQ 
offenbar l^px — a?qy ^^ Q\ die 
Koordinaten von Q sind daher 

4 a^q^p 4 g'j) 



Xq 



yQ 



4 h^p^q 



4jp«g 



Mithin sind die Koordinaten von K T 
P(a'q*+h*p*) 



yx'^ 

Daher ist 



q(a'q'+h'p^ 



tl.4 



a*b 



4+^^ 




also ist a^q^+ h^p^ — \^a^h^B\ Die Fußpunkte N^, N^, N^ der drei Ellipsen- 
normalen, die außer PK noch durch P laufen, liegen auf der Apollo nischen 
Hyperbel 

c^xy — a^qx + b^py = 0, 

wenn c* — a* — ft* ist Die Abscissen der drei Punkte genügen also der 
kubischen Gleichung 

' (c*x + b^py c'ä + o^p 

Hieraus folgt, daß 
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sein maß. Setzt man nun in der Gleichixng der Ellipse und der Hyperbel 
o; SS r cos q> und ^ » r sin 9>, und eliminiert man r, so ergibt sich 

a* — c* cos q> 2 6'p cos 9 + 2 a'g sin 9 
c* sin 9 COB qp a*q cos 9 -^ b'p sin 9 

oder 

o*c*5 cos' q> + a*g ([^* — c*) cos g) =^ ft'j? sin q> (a* + c* cos* 9). 

Durch Quadrieren erhält man eine Gleichung, die in Bezug auf cos' 9 
kubisch ist. Bei nochmaliger Anwendung des Vietasatzes findet man 

cosVi • cos« 9, . cosVs ^ c'{a%^+b*p^ ' 
Daher ist 

1*9 cos qpi • cos 9, * cos qp, a'O'c' c' 

Breslau, d. 26. Januar 1903. 0. Gutsohe. 



Zu 49. (Bd.m, S. 170) (W. Fr. Meyer). Über die emem Tetraed^ 
einbeschriehenen Boiationsflächen zweiten Grades, insbesondere Kugel/n,, Im 
folgenden gebe ich eine Lösung der von mir L c. gestellten Aufgabe, in 
der Hoffnung, den Leser dadurch in den Stand zu setzen, mittels der an- 
gewandten Methoden ähnliche Sätze zu finden und zu beweisen. Ich mache 
besonders darauf aufmerksam , daß der Kern der ersten Betrachtung eine 
spezifische Darstellung des Kutßelkreises ist 

Ein vorgelegtes Tetraeder T werde als Koordinatentetraeder benutzt, 
d. h. die Koordinaten x^^ x^^ jt^, x^ eines Punktes P seien proportional den 
(mit richtigem Vorzeichen zu nehmenden) Abständen von den Ebenen des 
Tetraeders. Die Mittelpunkte der acht dem Tetraeder T einbesdiriehenen 
Kugeln haben dann die Koordinaten ±1; sie liegen auf den Ebenenpaaren, 
die die Flächenwinkel des Tetraeders halbieren: 

(1) ic* — a| = 0, icj — x| = 0, x« — icj « 0, . . ., a;| — irj = 0, 

und bilden denmach die Grundpunkte eines Netzes N von Flächen 2. Ord- 
nung, nämlich: 

(2) 2^=x(a^-a^) + i(rr»-a|) + ,t(a^-a^)-0, 

wo die X, A, fi Parameter bedeuten.^^ 

Ein Punktepaar P = (x\ Q '^^ (y) ist dann und nur dann konjugieri 
in Bezug auf das Netz JV, wenn es in Bezug auf die drei Ebenenpaare (1) 
koivjugiert ist, d. h., wenn die x^ den y^ umgekehrt proportional sind: 

(3) ^x^y^ = 1 , 
unter ^ einen Proportionalitätsfaktor verstanden. 



1) Auch im folgenden dienen Buchstaben, wie », 1, ft, y, ^, «0 stets zur Be- 
zeichnung von Parametern. 
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Die Gleichung des KugeJkreises^) lautet in .Ebenenkoordinaten (u): 

(4) Ä" = t*J + ttj + m| + kJ — 2u^u^ cos «ij — 2tti«ij cos a^ 

— 2tt|t«4C08a|4 — 2ti|ii9 cos «23 — 2ti|ii4 008024 ~ ^^^^4 cos ^4 =^ 0, 

wo die a^^ die Innenwinkel bedeuten, die je zwei der Ebenen von T mit- 
einander bilden. 

Die Gleicbung des Punktepaares P, Q (3) ist: 

(5) tf,«y = (tti^i + «ijXj + ttja^ + tt^x^) (uj^, + fijy, + «i,y, + u^yj - 0. 

In der Schar von Flächen 2. Klasse: 

(6) vu^Wy — iT— 

gibt es eine und nur eine, nämlich dem Parameterwerte 1/ » ^ ent- 
sprechende Fläche 0: 

(7) a>5=pii,u,-ir-o, 

in deren Gleichung wegen (3) die Quadrate der u^ herausfallen, die also 
dem Tetraeder T embeschrieben ist 

Sei umgekehrt <Z> irgend eine dem Tetraeder T einbeschriebene Fläche 
2. Klasse mit der besonderen Eigenschaft, daß sich in der Schar a0+K^Oy 
etwa für den Parameterwert g> » Wj, ein Punktepaar (x), {y) befinden soll, 
so gilt die Identitöt: 

(8) c»i«4>ir=«tt^Uy, 

wo n eine von Null verschiedene Konstante bezeichnet. Die Identität (8) 
kann aber nur so befriedigt werden, daß: 

(9) TiX^ifi = 1 

wird, d.h. mit Bücksicht auf (3), das Punktepaar (x), (1/) ist dann be- 
tüglü^ des Netzes N konjugiert. 

Es erübrigt nur noch, auf elementarem Wege zu zeigen, daß eine, aus 
irgend einem Punktepaar PQ, wo P, Q zwei beliebige Baumpunkte seien, 
und dem Kugelkreise K zusammengesetzte lineare Schar von Flächen 2. Klasse 
nichts anderes ist, als eine Schar Iconfökoder Eotationsflächen 2, Ordmmg^ mit 
P, Q als den beiden festen Brennpunkten, und daß umgekehrt irgend eine 
Botationsfläche 2. Ordnung stets aufgefaßt werden kann als Individuum einer 
Sdiar, der einerseits der Kugelkreis iT, andererseits das aus den beiden 
festen Brennpunkten der Fläche bestehende Punktepaar angehört. 

Bückt im besondem der eine der beiden Punkte P, Q in bestinunter 
Richtung ins Unendliche, so tritt der Grenzfall einer Schar konfokaler 
Rotationsparaboloide ein, und umgekehrt läßt sich irgend ein Botations- 
paraboloid stets auffassen als Individuum einer Schar, der einerseits der 



1) Vergl. etwa das Lehrbuch von Salmon-Fiedler oder das von Clebsch- 
Lindemann über Baomgeometrie. Man gelangt zu der Darstellung (4) am ein- 
fachsten, wenn man die Bedingung aufstellt, daß eine Ebene auf sich selbst 
senkrecht steht. 
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Eogelkreis, andererseits das aus dem festen Brennpunkte der Fl&che und 
dem unendlichen fernen Punkte ihrer Achse bestehende Punktepaar angehört. 
Indem wir jetzt mit gewöhnlichen rechtwinkligen Punktkoordinaten 
x^ ffy js und zugehörigen Ebenenkoordinaten fi, v, ir operieren, lautet die 
Oleidiung des Eugelkreises K: 

(10) Ä-^tt' + t^^ + w'-O. 

Das Koordinatensystem werde so gelegt, daß sich das Yoigelegte 
Funktepaar PQ auf der a;- Achse befindet, so daB der Anfangspunkt die 
Strecke PQ — 2e halbiert Dann wird die Gleichung des Punktepaares P, Q: 

(11) wV-l=.0, 

und die Gleichung der aus den Flächen 2. Klasse (10), (11) zusammen- 
gesetzten Schar: 

(12) w»e> - 1 + X (u* + r« + ««'*)-= 0. 

Um die Gleichung dieser Schar in Punktkoordinaten zu schreiben, be- 
rücksichtige man, daß die Koordinaten x^ y, z des Berührungspunktes 
einer Tangentialebene {u, v, w) von (12) die Werte haben: 

(13) x — tt(e* + A), y^lv, e = kto, 

woraus unmittelbar folgt, daß die Flftchenschar (12) in Punktkoordinaten 
die Gleichung besitzt: 

Diese Flächenschar (14) entsteht durch Rotation der Schar konfokaler Kegel- 
schnitte mit den beiden festen Brennpunkten P, Q: 

um die x- Achse. Umgekehrt läßt sich irgend eine Rotationsfläche 2. Ordnung, 
die einen Mittelpunkt besitzt, also ein Rotationsellipsoid oder -hyperboloid, 
erzeugen durch Rotation des Mittelpunktskegelschnittes: 

(1«) S±S-i 

um die o;- Achse. Ist e die lineare Exzentrizität, so hat man, je nachdem 

(16) eine Ellipse oder Hyperbel darstellt, 

(17) c«-a«q:6«, 

und die vorgelegte Rotationsfläche ist durch die Gleichung: 

dargestellt. Diese geht aber aus (14) hervor, indem man dem Parameter l 
den Wert ± b* erteilt; somit wird nach Obigem ihre Gleichung in Ebenen- 
koordinaten: 

(19) (i4>e* - 1) ± &« (tt* + v^ + t€^) - 0. 
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Die Brampnnkte P, Q {u^e^ — l » 0) der Fl&che (19) sind natOrlich 
nur reell bei Botation des Kegelschnittes um seine Hauptachse. 

Analog erledigt sich der Orenzfall des Botationsparaboloides. 

Der eine der beiden Punkte P, Q sei der unendlich ferne Funkt der 
X-Achse, während der andere, ebenfalls auf der a;-Achse, die Koordinate 
se^^' +jp besitEC, so daß die Gleichung des Paares wird: 

(20) u (up - 2) - 0. 

Dieses Paar bildet mit dem Kugelkreis die Schar von Fl&chen 2. Klasse: 

(21) -u{up'-2) + k (u« + t;» + «;*) = u«(l -p) + l{v^ + to^ + 2u« Ö- 

Dann sind die Koordinaten i«, v, tv einer Tangentialebene einer M&che 
der Schar (21) mit den Koordinaten x, y, z ihres Berfihrongspunkteft durch 
die Relationen verbunden: 

(22) —ux^u{X —p) + 1 d, L u «» ^ r^ _ , — uy«=t?l, —ui^wX 

Somit wird die Gleichung der Schar (21) in Punktkoordinaten: 

(23) y* + «^* - 2Xa; - X (A -jp) = 0. 

Diese Schar entsteht aber durch Botation der Schar: 

(24) / ^2lx+l {X -p) = 2A (« - \p) + A« 

mn die d;-Achse. Da die Gleichung (24) die Schar konfokaler Parabeln 
mit dem festen Brennpunkt o: » -^p, y « und der o^ Achse als Achse dar- 
stellt, so ist (23) oder (21) die Gleichung der Schar konfokaler Rotations- 
paraboloide mit dem festen Brennpunkt x^ \py y=»0, e ^0 und der 
jc- Achse als Adise. 

Ist endlich umgekehrt irgend ein Rotationsparaboloid vorgelegt, so 
l&ßt sich dessen Gleichung in der Scheitelform ansetzen: 

(25) y^ + s^-^ 2px. 

Dann ist die o;- Achse die Achse der Fläche (25), und ihr Brennpunkt 
l&t die Koordinaten x » \p^ ^ °= 0, ir » 0. 

Zwischen den Koordinaten x^ y^ z eines Punktes der Fläche und den 
Koordinaten u, t?, w seiner Tangentialebene bestehen die Relationen: 

(26) tta; — — 1, pxv^y, pxw ^ z^ 

miüiin wird die Gleichung der Fläche (25) in Ebenenkoordinaten: 

(27) p (v^ + «?«) + 2u =p (u* + v^+w^ — u {up - 2) « 0, 

d. h. das Rotationsparaboloid (25) gehört der Schar (21) an; man hat nur 
dem Parameter X den Wert p beizulegen. 

Damit ist der in Rede stehende Satz völlig bewiesen. Er möge mit 
besonderer Berücksichtigung des Reellen nochmaJs ausgesprochen werden: 

Vorgelegt sei ein reeUes Tetraeder T, Die Mittelpunkte der acht dem 
Tetraeder einbesckriebenen Kugeln sind reeU und hüden die Grundpunkte 
eines reellen Net^ies N von Flächen 2. Ordnung, Sind dann zwei reeUe 
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linkte P, Q k&n^ugiert^) in Betsug auf daa Netz N, so sind sie die redien 
Brennpunkte einer reeUcn^ dem Tetraeder embeschriebenen BotaJ^onsftäche 
J2, Ordnung und umgekehrt. 

Fallen im besondem die beiden Punkte P, Q in einen, P, znsammezi, 
so wird die zugehörige Rotationsfläche eine Eugel mit P als Mittelpunkt. 
In der Tat sind die acht Mittelpunkte der T einbeschriebenen Kugeln die 
einzigen Punkte, die bezüglich N sich selbst konjugiert sind. Betrachtet 
man femer alle Punktepaare P, Q, von denen ein Punkt im Unendlichen 
liegt, so beschreibt der andere diejenige Fläche, die vermöge (3) der un- 
endlich fernen Ebene entspricht. Da die Gleichung der letzteren ist: 

■ 

(28) x^^^ + x^J^ + x^J^ + x^J^ = 0, 

wo die J^ die Inhalte der vier das Tetraeder T begrenzenden Dreiecke 
sind, so ist die Gleichung der fraglichen Fläche: 

(2») t + ^ + ^ + ^-O' 

letztere ist also eine Fläche 3. Ordnung F^ mit vier Knotenpunkten in den 
Ecken von T: 

Der Ort der Brennpunkte der einem Tetraeder cinbesckriebenen EotationS' 
pardböloide ist die Fläche 3, Ordnung (29).') 

Für diese Fläche lassen sich die bekannten Sätze über die auf einer 
beliebigen Fläche 3. Ordnung gelegenen Kurven spezialisieren. So gibt es 
auf ihr, abgesehen von den Kanten des Tetraeders T, noch drei und nur 
drei in einer Ebene *) gelegene Geraden, von denen jede zwei Gegenkanten 



1) Elementar ausgedrückt, heißt das, die Pmikte P, ^ werden von jeder 
Tetraederkante durch zwei Ebenen projiziert, die gegen die Halbierungsebenen 
des bezüglichen Flächenwinkels gleicn geneigt sind. 

2) Umgekehrt besitzt jede F mit vier Knotenpunkten die Eigenschaft: Ist 
P ein beliebiger Pmikt der F, und F^ eine, dem Tetraeder der Knotenpunkte 
einbeschriebene Botationsfläche 2. Ordnung, deren einer Brennpunkt P ist, so 
beschreibt der andere Brennpunkt Q eine Ebene, wenn P die F^ durchläuft. 

Denn die Gleichung der F. ist: ^ + i?l + ^ + ^«0. Und da die drei 
Geraden dieser F, in der Ebene — ^ + — H ^H *- = liegen, so ergibt 

X , X» •(/• «v^ 

sich unmittelbar der Satz: 

„Gegeben sei ein Tetraeder T und eine beliebige Ebene E. Das von E aus 
T ausgeschnittene Yierseit, besitzt ein Hauptdreieck, dessen Seiten «l, g^^ ^. seien. 
Ist P irgend ein Punkt einer dieser drei Geraden, etwa von g^ , femer F eine, 
T einbeschriebene Rotationsfläche 2. Ordnung, deren einer Brennpunkt P ist, so 
beschreibt, wenn P die Gerade g^ durchläuft, der zweite Brennpunkt Q von F eben- 
falls eine Gerade, ^,. Diese drei Geraden hy\^\ liegen in einer Ebene H, deren 
Schnittpunkte mit den Kanten von T zu den entsprechenden Schnittpunkten mit 
der Ebene E harmonisch liegen bezüglich der beiden, auf der jeweiligen Kante 
gelegenen Punkte, die von den Halbierungsebenen des gegenüberliegenden Flächen- 
winkels ausgeschnitten werden. 

8) Die Gleichung dieser Ebene ist: -^ + -^ + ^ + -^ ^ 0. Die Treff- 

A -^, ^8 A 
punkte der drei Geraden auf den Kanten von T halbieren offenbar stets die Strecke 

der beiden Punkte, in denen die bez. Kante von den Halbierungsebenen des 

Gegen-Flächenwinkels getroffen wird. 
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von T trifft: Jeder Punkt einer dieser drei Geraden ist also der Brenn- 
punkt eines T einbeschriebenen Botationsparaboloides a. s. f. 

Der im obigen dargelegte Satz über das Tetraeder ist ersichtlich die 
Verallgemeinernng eines bekanuten Satzes über das Dreieck, umgekehrt 
hat es keine Schwierigkeit, ihn auf den Baum von n Dimensionen aus- 
zudehnen. 

Bei aufmerksamer Betrachtung des oben bewiesenen Satzes bemerkt 
man, daß die eigentliche Quelle desselben in der ÄpolaritäUtheorie liegt 
In der Tat spielt der Eugelkreis K beim Beweise nur die BoUe irgend 
mer (nicht notwendig ausgearteten) mm Flä/(^minüz N (2) apolaren Fläche 
2. Klasse, 

Die Schar, die sich aus einer solchen Flftche Ä und einem (bezüglich 
N konjugierten) Punktepaar P, Q^) (5) linear zusammensetzt, enthält eine 
(und im allgemeinen nur eine) dem Tetraeder T einbeschriebene Flftche 
2. Klasse (Z>; umgekehrt, enthfilt eine aus einer Flftche Ä und einer Fläche <2> 
gebildete lineare Schar ein Punktepaar, so ist dieses Punktepaar konjugiert 
bezüglich des Netzes N. 

Endlich ist jede Fläche der Schar, die sich aus einem (bez. N kon- 
jugierten) Punktepaar P, Q^) und aus einer Fläche <2> zusammensetzt, eine 
Fftche Ä. 

Bei dieser Verallgemeinerung sind auch die dualistischen Sätze ohne 
weiteres auszusprechen. £s mag genügen, zu dem Behuf die geometrische 
Bedeutung der zu (3) duaUstischen Transformation: 

zu erläutern, wo <s wiederum ein Proportionalitätsfaktor und die u^J v^ 
KoordLoaten zweier Ebenen sind. 

Zwei yermQge (d') zugeordnete Ebenen (u), (v) sind konjugiert in 
Bezug auf die Schai-schar N von Flächen 2. Klasse: 

(20 jv = «'(„J_uJ) + A'(uJ-«D + ^'(«»-««)-0, 

der die Panktepaare: 

(tt»-u}-0, «J-«|-0, ttf-tt«-0, 
i4-ul-0, «»-«« = 0, m|-uJ-0 



(0 



1) Dieses Punktepaar P, Q ist in dem ersten und dritten der angeführten 
SUate ersetzbar durch eine bez. N konjugierte Fläche 2. Klasse B. und da die 
Schar B -{- XK ^^0 nichts anderes ist als die Schar der zu B konfokalen Flächen, 
flo gilt unmittelbar: 

„Ist B eine Fläche 2. Klasse, die koiguffiert ist zum Fläcbennetze N eines 
Tetraeders T, d. h. fttr die die von ir^nd emer Kante Ton T an sie gehenden 
Tangentialebenen stets ffleich geneigt sind gegen die Halbierungsebenen des zu- 
gehörigen Flftchenwinkds, so geht di^jeni^e Fläche der zu ^ konfokalen Schar, 
die durch irgend eine Ecke von T geht, auch durch die drei andern Ecken von T'^ 
nnd: 

,Jst ^ irgend eine einem Tetraeder T einbeschriebene Fläche 2. Klasse, so 
irt jede Fläche der zu 9 konfokalen Schar konjugiert zum Flächennetze N von T, 
d. h. die von irgend einer Kante von T an die Fläche gehenden Tangentialebenen 
Bind gleichffeneifft gegen die Halbierungsebenen des zuffehörigen Flächenwinkels. 
Die 8ämtli<men raare der so entstehenden Tangentialebenen bilden eerade die 
Involution, deren Doppelelemente die fraglichen Halbierungsebenen sind/' 
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angehören. Diese sechs Punktepaare sind offenhar die auf den Kanten von T 
von den Halbierungsebenen (l) der gegenüberliegenden Fl&chenwinkel aus- 
geschnittenen Funktepaare. 

Die in der Tiünsformation (3^) sich selbst entsprechenden Ebenen 
(„Einheitsebenen") haben zu Koordinaten die positive oder negatire Einheit, 
d. h. ihre Qleichungen sind: 

•^1 = a?! + i»i + «8 + a?4 = 0, 

J£^ ^ ^1 "f" ^ — ^ — a?4 == 0, 

B^^ fl?i — iTi + «8 — a?* — Ö» 
IjB^ = — j^ + a^ + iCj — aj* =- 0; Eg^— x^ + x^ + x^ + x^-^ 0. 



(3O0 



E,^ 


«I + «, + «1 — «4 — 0, 


E,- 


a:i + ar, — X, + «4 = 0, 


E,^ 


a^i — a« + *» + «1 — 0, 



Vertauscht man hier die x mit den u, so sind die entsprechenden 
Gleichungen: 

M^= tl^ + Uj + M, + U^»-0, 3f5= Ui+iij + «<j— ^4 = 0, 

M^~ U^ + U^ — U^ — U^^O, J^= Wi + 14, — t«5 + »4=-0, 

M^= Uj— tl, + Wj — ^^=»0, M^^ t*i — Wj + W8+**4=-^J 

Jtfi=— «l + M8 + t<8--W4 = 0; if8= — «l + S+^^ + ^i*"^ 



(30) 



die Gleichungen der acht Mittelpunkte M der T einbeschriebenen Kugeln, 
oder auch die der acht „Einheitspunkte^^ der Transformation (3). Und 
zwar sind genauer die vier Kugeln mit den Mittelpunkten M^<^ M^^ M>j, Jlfg 
die vier „Ankugeln^ von T, die je eine T- Ebene von außen, die drei 
anderen von innen berühren, hingegen yon den vier anderen Kugeln mit 
den Mittelpunkten M^^ M^^ Jf,, M^ die erste die „Inkugel" von T, die 
übrigen die in den Scheitelräumen der Flächenwinkel von T gelegenen. 
Die beiden Ebenenquadrupel (SC) E^ , , , E^-^ E^ . . . Eg bilden zwei 
Tetraeder T^, Tg, die offenbar auf vierfache Art perspektiv liegen; denn 
aus den Gleichungen (30') geht sofort hervor, daß jede Ebeue des einen 
Quadrupels die vier Ebenen des andern Quadrupels in vier Geraden trifft, 
die in einer Ebene von T liegen, und daß auf diese Weise gerade die vier 
Ebenen von T erschöpft werden. Diese Beziehungen der beiden Tetraeder 
T^, Tg (30^ zu T werden kürzer durch die eine Identität zusammengefaßt: 

(31) T,-T, = ~ 48 a*ia;,z,flJ4, 

d. h. die drei Tetraeder T, T^, T, bilden ein Tripel „desmischer^^ Tetraeder. 

Genau das Dualistische gilt von den beiden Tetraedern, die aus den 
beiden Quadrupeln itf^ . . . JKf^; M^ , . , M^ der Punkte (30) gebildet werden. 

Aber diese beiden Tetraeder sind kevne anderen als T^, Tg. Denn jede 
Ebene des ersten Quadrupels (30^ geht gerade durch je drei der Punkte 
des ersten Quadrupels (30), und das nämliche gilt ftbr die zweiten Qua- 
drupel (30'), (30). 

Es ergibt sich somit der Satz: 

„Die Mittelpunkte der acht einem Tetraeder T einbes(^riebenen Kugeln 
lassen sich, und zwar nur auf eine Art, zu zwei Tetradem T^, Tg zusammen- 
fassen, die mü T in desmisdher Lage sind. Während die Ecken der beiden 
Tetraeder T^, Tg die Einheitspunkte der Transformation (3) sind, sind die 
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Ebenen der beiden Tek-aeder T^, T^ die EMieiisebenen der Trane- 
farmaHon (3^. 

Und während irgend ewei durch die TransformoHon (3) einander 
sugeardnete Funkie von jeder Kante des Tetraeders T durch ein Ebenenpaar 
projiziert werden, das harmonisch ist gu dem Paar von HaUnerttngsebmen 
des bezuglichen Flächenwinkels, schneiden irgend zwei durch die Trans- 
formoHon (S') einander zugeordnete Ebenen jede Kante von T in einem 
Punkte^mir, das harmonisch ist zu dem Pmktepaar^ in dem die Kante von den 
Halbierungsebenen des gegenüberliegenden Flächenwinkels von T getroffen wird" 

Endlich ergibt sich auf demselben Wege, daß die drei Tetraeder T, 
T|, Tj anch insofern ein symmetrischeß Verhalten zeigen, als immer die acht 
Ecken je zweier derselben die Orundpunkte eines Fl&chennetzes 2. Ordnung 
sind, und die bezüglich des Netzes konjugierten Baumpunkte eine Trans- 
formation von der Art (3) involvieren, deren Fundamentaltetraeder eben das 
dritte der obigen Tetraeder ist (sodaB also jede Ecke desselben bez. jeder 
Fl&che des Netzes der Pol der Gegenebene ist). 

Königsberg i. P. W. F. Meyeb. 

Zu 74. (Bd. rV, 8. 350) (G. Olitsch). B kann unter folgender 
Bedingung nie gewinnen: Wenn n — 1 die höchste Zahl der Gegenstftnde 
bedeutet, die jeder wegnehmen darf, so hat Ä darauf zu achten, daß zuletzt 
n Dinge liegen bleiben; dies erreicht er mit Sicherheit dadurch, daß der 
vorige Best 2n ist; geht man in dieser Weise rftckw&rts, so ergibt sich, 
daß Ä zu Anfang r Gegenstftnde wegzunehmen hat, die durch die Gleichung 

s^r{mod.n) 
bestimmt sind. 

Es ist nicht nötig, daß s eine Primzahl darstellt. Es genügt, daß n 
nicht ohne Best in s enthalten ist. Das Verfahren ist eine Abart des zu 
meiner Zeit in Studentenkreisen oft geftbten Spieles, durch fortwährende Addition 
einer Zahl innerhalb des Intervalles 1 bis 10 zuerst die Zahl 100 zu erreichen. 

Sagan. P. Kokott. 



2. Kleinere Notizen. 

über die Darstellung der Zahlen einiger algebraischen Körper als Summen 

von (Quadraten aus Zahlen des Körpers, 

£s bedeute P den absoluten Bationalit&tsbereich. Dann ist nach 
Fermat jede ganze positive Zahl 

Dasselbe gilt o£fenbar für jede gebrochene positive Zahl: 

« f-"?-f-i(^)" 
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Es ist nmi merkwürdig, daß in P(i\ das heißt dem durch Adjirnktion von 

i~\V^i\ , 

zu P entstehenden Körper aUe Zahlen sich als Summe von nur. zwei 
Quadraten auf unendlich mannigfache Art darstellen lassen: 

(3) a + l>i^(^ + ^^ + ciy + (c-^ii + li)\ 

WO c eine beliebige Zahl aus P bedeutet Falls & » 0, a < 0, ist: 

(4) -a -2' («'*)*• 

Es werde jetzt zu P der reelle Wert von l/^, wo e positiv-rational sei, ad- 
jungiert Falls dann m^ 2fi+ 1, so kann man jede Zahl 



y»0 



in der alle -5- > und natürlich rational sind, m 8» + 4 Quadrate zer- 

p 
legen auf diese Art: 

(6) k^;2aj,.^[^/--'v^^\y-22{^^ 

Hierbei ist ^.^ 

gesetzt worden. 

Diese Darstellung ist rncÄt möglich, wenn m — 2ft grade ist. Z. B. in 

P(yT) ist: 
denn es müßte 

sein, was unmöglich ist. 

Potsdam, am 16. August 1902. Otto Mbissnkr. 
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Snr r^nation diffirentlelle du monvement d'nn pi^tegeeiilis 

sphirique pesant dans l'air; ! ^ J i L 7 "^^ 

Par M. Paul Appell k Paris. ^v" -.'s,, 



1. — Lorsqn'on ^die le moaTement dn centre de gravit^ d'an 
projectüe spWriqne pesant dans Fair, on admet ordinairement qua la 
reflistance de l'air se tradnit par nne force iZ appliqn^e au centre de 
grayit^y dirig^ en sens contraire de la yitesse f? de ce point et fonc- 
tion de cette yitesse. En d^signant par m la masse dn projectile, par g 
l'accel^ration due k la pesantenr^ nous poserons 

R^mgq>{v), 

g> etant nne fonction positive et croissante de la quantit^ positive t;. 
Sans discnter ici la valeur de cette hypothfese^ nous indiquerons nne 
methode permettant de ramener Fint^ration des ^uations difiESrentielles 
du monvement ä Tint^gration d'nne ^qnation qni a et^ etudiee en detail 
par divers antenrs. 

Bappelons d'abord brievement ä quelle ^quation diff^rentielle on 
ramfene ordinairement le problfeme. Prenons ponr origine la position 
initiale du centre^ pour plan xOy le plan vertical passant par la vitesse 
initiale Ov^, pour axe Oy la verticale ascendante, pour axe Ox Thori- 
zontale faisant avec Ot7o un angle aigu. Appelons ä un instant t, x et 
y les coordonn^es du centre^ v la vitesse, a Tangle que fait la vitesse 
ayec Oxy cet angle etant compt^ positivement de Ox vers Oy. On 
a alors ^a? dy 

le centre de gravit^ se meut comme un point de masse m sollicit^ par 
le poids mg ayant pour projections sur les axes et — mg, et par 
la r^sistance R^mgq>(y) ayant pour projections —mgg)(v) cos a et 
— fngq>(v) sma, Les ^nations du monvement sont donc 

m ,. — - = '■'mg(p{v) cos «, 

m , — =» — mg — mgq>{v) sm a. 

AiehiT der M*them»tUc and Physik. IQ. Beih«. V. 12 
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En divisant membre a membre, on a l'^iiation 

d (t; sin a) 1 + 9> («) flin a 

d (v cos a) tp (t?)cOB €c 

qni deyient; apr^s reductions, 

(1) coB adv «= V [sin a + tp (v)] da. 

Teile est reqnation diff^rentielle classiqne liant v et a. Une fois cette 
^qnation int^gr^e, on acb^ye le probleme par des quadratures. (Yoyez, 
par exemple, mon Trait^ de mecanique, tome I). 

2. — Nous allons montrer qne cette ^quation se ram^ne a la 
forme 

(2) ä - «0 + 3<iy + 3c,y« + c,y» 

qne j'ai etudi^e en detail dans nn Memoire aSur les invariants de qud- 
que$ equations differentieUesi^ ins^re an Jonmal de Math^matiqnes de 
M. Jordan (4**«»* Sene, t. V, 1889). Cette equation a ^galement 6te 
^tndi^e par M. Roger Liouville (Comptes Rendns, 6 septembre 1886, 
12 septembre 1887)^ par M. Painley^ (Annales de l'Ecole Normale 
3itaie Q^rie, t. 8, 1891) et^ dans des cas particnliers, par M. EUiot 
(Annales de TEcole Normale, 3""» S^rie, t. 7, 1890). Ces diverses 
recherches se tronvent r^snm^s et compl^t^es dans nn expos^ sjst^- 
matique intitul^ <LBeitrag zur Integrtxtion der Differentialgleichunff 

^ "==Po + Ay +P»y* + P«y'* ^^^ Richard Güntsche (Wissenschaft- 
liche Beilage znm Programm der dritten Realschule ssn Berlin, Ostern 
1893, Programm Nr. 120, Gärtners Yerlagsbuchhandlnng). 

Chaqne cas d'int^grabilit^ de cette ^uation (2) donnera ainsi an 
cas d'integrabilit^ dn probleme balistique, et inyersement. 

3. — Ponr transformer l'eqnation (1), prenons v comme yariable 
ind^pendante et rempla^ons a par une yariable js d^finie par la relation 

(3) v[sina + g)(f;)]«i, 

qni donne en diffi^rentiant 

dz 
V cos ada — ^ — [sin « + y (t?) + ^^'{^J] ^v. 

L'eqnation (1) devient alors, si Ton j remplace da par la yaleur ci- 
dessns et sin a + 9> {^) par — ' 

cos« «dt; = - ^[^ + ^ + vip\v)dv'j. 
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MaiS; comme 

sin a =» 

vz 



8ma = — -g)(t;), 



on a 



cos» tt - 1 - ^. + -fi-! - tp\v). 



En remplafant et r^aiaant, on a enfin l'^aation 

(4) ^ = r W\v) - 1] «» - \2ip(v) + i>9'(f )] ^ 

qai est bien du type annonc^ (2) oü 

En appliquant alors ä cette ^quation les m^thodes employ^s dans les 
Memoires cites plus haut, on obtiendra des cas d'integrabilite de cette 
^nation (4). 

Inversement les cas d'int^grabilite de F^quation (1)^ tels que le 
cas classiqne de Dalembert et de Legendre 

q>{y) = a + 6t?", 

on les cas signal^s par M. F. Siacci dans les Gomptes Rendus 
(1901, t. 132 p. 1175, t. 133, p. 381) fonrniront des cas d'int^grabiUte 
des equations du type (2). U y aurait eyidemment interet a pour- 
snivre, anssi loin que possible, ce rapprochement entre deux theories 
qni, jusqulci, avaient ete d^veloppees ind^pendamment Tune de Tautre. 

Paris, 15 mars 1903. 



Zur Theorie der Hac-Lanrinsclien Snmmenformel. 

Von M. Krause in Dresden. 

Die unter dem Namen der Mac-Laurinscben oder wohl auch der 
Eulerschen Summenformel bekannte Formel setzt die Theorie gewisser 
allgemeiner Reihen und Integrale in einen Zusammenhang mit der 
Theorie der Bernoullisclien Zahlen und Funktionen. Sie hat sich 
f&r eine Anzahl von Reihensummierungen, sowie für die Integraltheorie 
und die Theorie der Bernoullischen Zahlen von Bedeutung gezeigt. 

12* 
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Es möge in Bezug hierauf u. a. auf das Kompendium der höheren 
Analysis yon Schlömilch, die Vorlesungen über Bernoullische 
Zahlen yon Saalschutz, sowie auf die Differenzenrechnung von Mar- 
koff yerwiesen werden. Neben den gewöhnlichen Bernoullischen 
Zahlen sind nun allgemeinere Zahlen in die Analysis eingeführt und 
untersucht worden, welche zu den ersteren etwa in dem Verhältnis 
stehen, wie die höheren Differentialquotienten einer Funktion in einem 
beliebigen Punkte zu den entsprechenden Differentialquotienten im 
Nullpunkte, und demgemäß einen willkürlichen Parameter in sich ent- 
halten. Diese Gh-ößen sind mit dem Namen der ultra-Bernoullischen 
Zahlen bezeichnet worden.^) In ähnlicher Weise sind ultra-BernouUi- 
sche Funktionen eingeführt worden. Es soll im folgenden gezeigt 
werden, daß im Oebiete dieser allgemeineren Größen eine ähnliche 
Formel, wie die Mac-Laurinsche Summenformel aufgestellt werden 
kann, welche für die Summierung gewisser Reihen und für die Theorie 
der ultra-Bernoullischen Zahlen yon Bedeutung ist. 

1. Aufstellung einer Summenformd im Odneie der tUtra-BemauUi- 
sehen Zahlen und Funktionen. — Als Ausgangspunkt der Betrachtung 
dient die bekannte Formel: 

/•(a; + Ä)-/-(x) + *4^ + j^rCa?) + . • . + ^/^-»K^) 
(1) ^^^ 1 



Wir denken uns beide Seiten dieser Gleichung mit einer Gh-öße s 
multipliziert, die alle endlichen Werte mit Ausnahme der Einheit an- 
nehmen kann, dann erhalten wir die Beziehung: 



(2) 



af(x + h)-ax)-(a-l)f{x) + '-^r(.x) + ^^r{^) 



1 



+ • • • + ^ f^\x) + '±-^\ (1 - <)»/^-+»(a^ + U)dt. 





1) Siehe u. a. Cesäro: Sur les nombres de BernouUi et d'Eirler. Noay. 
Annales de Math. 3. Serie, 5. Band 1886; Saalschutz, S. 184 und $ 10, sowie 
die Arbeit des Verfassers: Zur Theorie der ultra- BernouUi sehen Zahlen und 
Funktionen in den Berichten der Leipziger Gesellschaft der Wissenschaften vom 
Jahre 1902. 
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Analog erhalten wir das Gleichungssystem (3): 



+ 



(1 



^/^->(») + (S,-^/(i - tr-Y'>+^)(x+ht)dt, 



th 



£/t«.-i)(a; + Ä)_/-(m-i)(a;)_(£- l)^<"-i)(a;) + ^/X«»)(ic) 



+ 



*-^f(l - /■<"+»> (x + ht) dt, 





Wir multiplizieren die Gleichung (2) und die Gleichungen des 
Sf Sternes (3) der Reihe nach mit 1, a^h, a^h^, . . ., a^A"*; wobei unter 
Oj; 0^ . . .; a^ einstweilen yöllig willkürliche Größen zu verstehen sind, 
and addieren die rechten und linken Seiten unserer Gleichungen. Es 
kann die rechte Seite dann, Ton den Restgliedem abgesehen^ nach 
Potenzen von h entwickelt werden. Wir wollen versuchen; die Größen 
Ol; Oj, . . .; a„ so zu bestimmen^ daß die Koeffizienten von h^ h\ . . ., h^ 
der Null gleich werden. Dazu müßte das Gleichungssystem bestehen: 

£ + («-- 1)01 «0, 



(4) 



««1 



r^2 + ^ + (^-i)a, = o, 



ml 



r + 



««1 



Ba. 



T + 



m — l 



(m— 1)! ' 1 

Setzen wir in diesen Gleichungen: 



+ (e-l)«,-0 



(5) 



"r-Tl' 



SO erhalten wir das Gleicluuigssystem (9), S. 158 der zitierten Arbeit 
des Verfassers, welchem die ultra-Bernoullischen Zahlen (Genüge 
leisten. Dabei ist definiert: 



(6) 






s = e*'", c = — 1(1 + » cotgtt). 

Es sind die ultra-Bernoullinischen Zahlen also, von unwesent- 
lichen Faktoren abgesehen^ nichts anderes als die entsprechenden 
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Differentialquotienten der Eotangente in einem beliebigen von Null 
verschiedenen Punkte, unter Aufnahme dieser Großen erhalten wir 
dann die Beziehung: 



h^h 



(7) 



€f(x + Ä) - fix) +^ (af [x + h)-r(x)) + '-- 



hmh 



m 



+ ^ («/^"^ ix + h)- /t») (X)) - (e - !)/•(«) + R„. 



Dabei ist gesetzt worden: 



(8) 



1 

" -^rj f^*' nt)f(''+')(x + ht)dt, 



tmd zwar besitzt tp (t, m) den Wert: 

9 (t, m) — 
(1 _ «)« + ^^6^(1 _ <)»- > + ,^6,(1 _ ^)m-. + . . . + fn,b^_^(l -t) + 6„. 

Hieraus folgt, daß die Funktion q> (t, m), von einer Eonstanten ab- 
gesehen, nichts anderes ist, als die ultra-Bernoullische Funktion mit 
dem Argumente 1 — t, welche in § 5, S. 164 der zitierten Arbeit des 
Verfassers eingeführt worden ist. 

Die Formel (7) schreiben wir: 



(9) 



6,k 



(c - l)f(x) = Bf{x + h)- fix) + ^(er(x + h)-r ix)) + 



6«*"* 



+ ^ («/^"^ (« + *)- /^"> (X)) - R, 



ml 



und setzen in ihr an Stelle yon x der Reihe nach Xy x + hy x + 2h, . . ., 
X + (r — l)hf multiplizieren die Gleichungen der Reihe nach mit 
1, e, B^y . . ,y 6''"^ und addieren die rechten und linken Seiten derselben, 
so erhalten wir die gewünschte Summenformd in der OestaU: 

(10) (e-l)(f(x) + sf(x + h) + '" + ^''f{x + {r--l)h))^E^-P^y 
wobei gesetzt worden ist: 

E^^ B^fix + rh) - fix) + ^ i^ri^ + rh) ~ fix)) + . • • 

+ ^ (e'/^"' (x + rh) - Z^») (x)), 



(11) 






m 



m 



1 
—jfpityfn) 



S„,dty 
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2. Äntoendungen der gefundenen Summenformel. — Die gefundene 
Formel nimmt eine besonders einfache Gestalt an^ wenn der Best yei> 
schwindet. Es geschieht das jedenfalls^ wenn die vorgelegte Funktion f(x) 
eine ganze Funktion vom Ghrade m ist. Wir erhalten dann den Lehrsatz: 

Versteht man unter f{x) eine ganze rationale Funktion vom Grade m, 
so besteht die Beaiehvmg: 

{ (c - 1) {fix) + «/•(« + *) + ••• + e-^f{x + (r - 1)Ä)) - E, 



(1) 



'm; 



E„ = ^f{x + rA - f{x)) + ^ («r (« + rh)-f (x)) + 



ml 



(2) 



Die Spezialisierang gibt zu einer Reihe Yon Resultaten Anlaß, 
welche für Reihensummierungen und die Theorie der ultra-BernouUi- 
sehen Zahlen von Bedeutung sind. Wir setzen: 

(I) /•(*) = «», 35-0, 

dann erhalten wir die Beziehung: 

(fi - 1) (« . l»» + «* . 2"* + h £'-i(r - ir) 

oder also eine Darstellung der Summe: 

wie sie schon in anderen Arbeiten gegeben worden ist. 
Wir setzen jetzt*): 

(n) /"(rc) = af (1 - a;>, a; = 0, r-1, Ä«l, 

wobei p und g zwei ganze positive Zahlen bedeuten , von denen 
p^q ist. 

Dann folgt: 

^-)(0) = (-l)--i>n! <?,+,_„ 

/X-)(l)=.(-l)* n!|,,^,_,. 

Unsere Formel (1) geht unter solchen Umstanden in die Glei- 
chung über: 

f (- 1>«0A +i',-i^+x + • • • + 6,+,) 

- (P, - «i&,+i + ?,&,+» ••• + (- 1)«6,+,) - 0. 



(3) 



1) Siehe in Bezog auf den Fall (II) nnd (HI) das Werk von Saalschütz, 
8. 185 ff. 
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Das ist aber eine yerkürzte Bekursionsformel^ die zwischen der 
1>**°> (P + 1)**"; • •; {p + ?)**" ultra-BernouUischen Zahlen besteht 
Wir setzen: 

(m) /•(a;) = ajP(2-rr)% x = 0, r - 2, A-1, 

wobei zwischen p und q dieselbe Beziehung^ wie im Falle (II) be- 
stehen soll. 

Bei dieser Annahme erhalten wir die Beziehung: 



(4) { _ 



(2»6, - 2^-%b,^, + ••• + (- 1>6,+,), 



also wieder eine verkürzte Rekursionsformel zwischen der p*^y (p+ 1)*^, 
. . ., (p + q)^^ ultra-Bernoullischen Zahl. 
Endlich setzen wir: 

(IV) f(x)^sf(s — xy, a; = 0, r = s-l, ä=1, 

wobei für p und q dieselben Annahmen gelten^ wie vorhin und er- 
halten die Beziehung: 

Diese Formel löst das Problem^ die Reihe: 

€lP(s - iy+ €^2^(s - 2)« -h ... 4- «'"H« - l)''!^ 

mit Hilfe der ultra-Bernoullischen Zahlen zu summieren. 

Derartige Summierungen bilden im Gebiete der ultra-Bernoulli- 
schen Ghroßen das Analogen zu Summierungen, wie sie etwa von Herrn 
Qlaisher im Gebiete der Bernt)ullischen Größen im 31. Bande des 
Quarterly Journal (1900) durchgeführt worden sind. (On the values 

of the series oif^ + (x — qY + {x — 2qy H f- ^ and af^—(x — qY 

+ (x — 2qY + "'±f^, p. 193. On 1" (o; - 1)" -f 2" (a; - 2)" -|- - • • 
-\- (x— 1)" 1" and other similar series, p. 241.) 

Dresden, den 13. Oktober 1902. 
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Einige kombinatorisclie Probleme. 

Von E. Netto in Gießen. 

Die in der nachfolgenden Arbeit behandelten Probleme wurden 
mir Yon Herrn Peter Rentschizky in Charkow vorgelegt, der ihre 
Lösung yergeblich in meiner Kombinatorik gesucht hatte. Es ist er- 
klärlich , daß in diesem Zweige der Wissenschaft stets Probleme aus 
Hangel an Gelegenheit und aus Fülle an Stoff unerledigt bleiben , bis 
eine Anwendung ihre Losung fordert. Diese Anwendung war hier 
musiktheoretischer Natur. So bringt Herr Rentschizky die Frage 
nach den Permutationen zwischen gleichen und ungleichen Elementen, 
bei denen aber keine Aufeinanderfolgen gleicher Elemente vorkommen, 
mit dem ,4^gato''- Spiel in naturgemäße Verbindung; so die cyklischen 
Permutationen mit der Wiederholung derselben musikalischen Figur. 

1. Im § 7, S. 11 meiner Kombinatorik ist gezeigt worden, daß 
eine ganze Zahl n auf 

^■'-e=:) 

Arten in q Teile, d. h. in q gleiche oder von einander verschiedene 
Summanden zerlegt werden kann, falls man auf die Stellung der 
Summanden Rücksicht nimmt und also zwei Zerlegungen auch dann 
als verschieden ansieht, wenn sie sich nur durch die Anordnung der 
einzelnen Teile unterscheiden. 

Ordnet man jede der so auftretenden JV^"^ Zerfallungen auf dem 

üm&nge eines Kreises an und betrachtet statt der geradlinigen die 
cyklischen Anordnungen (Kombinatorik § 121), so werden verschiedene 
geradlinige Zerlegungen einer einzigen cyklischen entsprechen. Es soll 
nun hier die Frage behandelt werden: in i/oiemde verschiedene j oyJdisch 
angeordnete Zerlegtmgen bei gleichen oder ungleichen Summanden, deren 
GesanUangahi q wrgeschriAen ist, läßt sich eine ZcM n eerfäüen? 

Die gesuchte Anzahl der Zerlegungen von n xn. q Summanden 
werde mit Kr^^ bezeichnet. Ln allgemeinen geben q lineare Zer- 

fällungen, wie wir die linear angeordneten kurz nennen wollen, eine 
einzige cyklische, indem man ja bei der cyklischen ein beliebiges Ele- 
ment der linearen als Anfangselement wählen kann. Nur dann fallen 
mehrere der so erhaltenen cyklischen Anordnungen in eine zusammen, 
wenn die lineare Zerfällung sich in identische Teile von geringerer 
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Gliederanzahl zerlegen läßt. So liefern z. B. bei n — 16 und ^ » 8 die 
cyMischen Zerf Sllungen 



11151115 nur 4 lineare\ 
13131313 „2 „ 
22222222 „1 „ 



Zerfällnngen; 



während sonst^ z. B. bei 111512 2 3 genau (» » 8 lineare Zer- 
fällnngen einer cyklischen entsprechen. Damit weniger als q cyklische 
Zerlegungen auftreten, müssen n und q einen gemeinsamen Teiler haben; 
und umgekehrt, ist dies der Fall, dann kann man auch solche Zer- 
legungen konstruieren. Ist in diesen Zerlegungen die Gfliederanzahl 
eines der pftrtiellen, identischen Teile gleich q^^ wo q^ ein Teiler 
von Q ist, dann gibt es, falls diese ^ : q^ Teile nicht ihrerseits 
wieder in noch kleinere identische unterteile zerlegbar sind, für die 
cyklische Zerlegung entsprechende q^ lineare, statt wie oben q Zer- 
legungen. 

Hieraus folgt leicht die gesuchte Anzahl 2r^"\ Es reicht aus, sie 

in einem übersichtlichen Spezialfälle herzuleiten. Es sei 

dann haben also n und q als größten gemeinsamen Teiler 

Wir bestimmen zunächst die Anzahl der linearen Zerfallungen 
Yon n, wdche ohne identische UnterabteUungm sind. Jede Zerfällung 
mit solchen kann aus p oder aus q oder aus s Unterabteilungen ge- 
bildet werden, wodurch natürlich die Bildung aus noch mehreren 
kleineren Unterabteilungen nicht ausgeschlossen ist. Solcher Zer- 
fallungen würde es also 

geben, wenn die zu den einzelnen drei Summanden gehörigen Dar- 
stellungen alle von einander yerschieden wären. Offenbar aber haben 
z. B. die zu den beiden ersten Summanden gehörigen Darstellungen 
aUe diejenigen Zerlegungen gemeinsam, die zu 

Jfi^ ' P9) 

e''P9 

gehören; und Ahnliches gilt für die übrigen Kombinationen der Sum- 
manden unter einander. Bekannte Schlüsse zeigen dann, daß die An- 
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zahl der linearen Zerf ällungen, die ihrerseits nicht in Unterzerf äUongen 
zerlegt werden können ^ gleich ist 

um zu der cyklischen entsprechenden Anzahl zu kommen, ist 
dieses Aggregat mit 1/p zu multiplizieren. 

Genau so behandehi wir die linearen Teilungen^ weiche ihrerseits 
ZerfäUungen in p identische Unterzerf äüungen mdassen. Jede dieser 
ersten Unterabteilungen enthalt q : p Summanden, deren Summe n : p 
ist 3% Qip solcher zusammengehörigen ZerfäUungen gehören einer 
einzigen cyklischen Zerfallung zu. Die gesuchte Anzahl linearer Dar- 
stellungen wird 

^9'-P "L^?:PP +^?:P» +^?:P. J 

» L q'P9* "^ Q-PP» "^ ?:PP9 J q-PPi* 

Diese Anzahl ist mit |?/(» zu multiplizieren , um die Anzahl der zuge- 
hörigen cyklischen ZerfäUungen zu liefern. 

Geht man auf gleichem Wege weiter und nimmt in der Gesamt- 

sunmie alle Glieder mit gleichen N^''^ zusammen , so folgt 

ifW = i JV'^») + ?Zli J^(« = ') + . . . + ^'-^ J^(»:PP) .... 
9 Q Q 9 Q'P 9 9'PP ' 

pq--p^q+lj^(n:pq) ..... JP1Z:P."2^(-:PPP) .... 
• Q Q'.pq * ^ Q Q'PPP ' 

oder einÜEU^her und gleich in allgemeinster Form 

dfm djvn 

(m iit d«r gröAta gemeiiwame Teiler Ton n und q.) 

Dabei bedeutet , wie gewöhnlich d/my daß d aUe Teiler von nty einge- 
schlossen 1 und m selbst, durchläuft. Die letzte Formel gibt die 
Lösung der gestellten Aufgabe. 

2. Wir' gehen zum folgenden zweiten Probleme über. Es seien a 
Elemente A gegeben, h Elemente jB, u. s. f. . . ., A; Elemente K und 
endlich l Elemente L. Die Anzahl aller Elemente bezeichnen wir 
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80 daß die Anzahl aller mit Ausnahme der Elemente L durch n ge- 
geben ist. Aus den g^ebenen (n + Elementen A^ Bj . . ., K, L 

werden alle möglichen . j[, i^ ,^ Permutationen gebildet; es soll 

nun bestimmt werden, wie viele unter diesen genau a Folgen der Ele- 
mente Ay femer ß Folgen By . . ., x Folgen K und endlich l Folgen 
der Elemente L besitzen. Dabei repräsentiert eine Aufeinanderfolge 
Ton q Elementen der gleichen Art {q — 1) Folgen dieser Art, so daß 
z. B. jede der Permutationen 

AAABBAAAABBBy 
AAAAABAABBBBy 
BABBBBAAAAAA 

fOnf Folgen der A und drei Folgen der B aufweist. Wenn bei den 
A, deren Anzahl a ist, a Folgen vorkommen, schreiben wir dies ^^; 
für das Auftreten von a Folgen der A ist es charakteristisch, dafi die 
A in {a -- a) einzelnen Komplexen vorkommen; so in den obigen 
Beispielen, in welchem a =» 7, a^b ist, in 2 Komplexen. Die B 
kommen in denselben Beispielen wegen B\ in 5 — 3 » 2 Kom- 
plexen vor. 

Wir woUen sowohl die Permutationen als auch die Losungszahlen, 
die dem vorgelegten Probleme genügen, durch 

(1) [K> ^). ■ • w K, L[] 

bezeichnen. Denken wir uns in allen geforderten Permutationen die 
l Elemente L getilgt, so entstehen Permutationen, die zu 

gehören. Wir liefern für (1) eine Reduktionsformel dadurch, daß wir 
umgekehrt von allen (2) ausgehen und durch passende Einfügung der 
L auf die (1) zurückzukommen suchen. 

Während in (1) die J. in (a — a) Komplexen auftreten, treten sie 
in (2) nur in (a — Oj) = (a — a) — (a^ — a) Komplexen auf; es muß 
also durch eingefügte L das Auftreten in jener größeren Anzahl von 
Komplexen bewirkt werden; die überschüssigen (o^ — a) Folgen sind 
dadurch zu beseitigen. Setzt man zwischen zwei der A ein X, so ist 
eine Folge aufgehoben; es sind also (c^ — a) Element^ L einzeln 
zwischen die A zu fügen. Dies ist an so vielen Zwischenstellen mög- 
lich, als Folgen A in (2) vorhanden sind, also auf 

V«! — «/ '^ \ a / 
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verschiedene Arten. Auf ähnliche Art sieht man, daß zur Tilgung 
der überzähligen (ß^ — ß) Folgen unter den B genau ( ^M Wege o£Fen 
stehen u. s. w. Im ganzen kann man also auf 

(ä) C) (5) • ■ ■ C) 

Arten aus (2) alle existierenden 

(4) [AI, Bj, ..., Kl iS'-«)+- + («'-'>] 

herleiten; die L kommen in (4) nur einzeln stehend Tor. 

Von (4) woUen wir weiter in der Richtung auf (1) zu gehen, 
indem wir 

(5) [K, b;, ..., K, L'-'] 

zu erreichen suchen. Dies geschieht durch Einschiebung von 

Elementen L an Stellen, durch welche die Komplexe der A, B, . . ., K 
nicht gestört werden; ebenso dürfen die einzuschiebenden (6) Elemente L 
nicht an schon yorhandene L treten. Es bleiben also an besetzbaren 
Stellen in (5) übrig die Stelle links vor dem ersten, die Stelle rechts 
hinter dem letzten Elemente und femer die Stellen zwischen den ein- 
zelnen Komplexen in (2). Da nun (2) 

Komplexe enihält, so bleiben an besetzbaren Stellen 

Auf diesen kann man die (6) Elemente L auf 

Arten unterbringen; so viele {5) entstehen also aus jedem (4). 

Um endlich von (5) auf den geforderten Typus (1) zurückzukehren, 
hat man nur noch notig, die übrigen A Elemente L beliebig den schon 
an (l — X) Stellen einzeln verteilten ohne Vermehrung der Komplexe 
anzufügen, d. h. A Elemente an (2 — A) erlaubten Stellen unterzubringen. 
Dies ist bekanntlich auf 

(8) c-«r-')-('T') 

Arten möglich. 
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(9) 



So erhält man unter Berücksichtigung von (3), (7); (8) 

-('T')^(:')-(".%-r-\++;i'.'-^|.)-[<' 



•.<] 



«1 



» I' 



(a^Oi^a — 1; • •• x^Xi^k — !)• 



Daß für a^y • • •, x^ die Werte (a — 1), • • -, {k — 1) obere Qrenzen bilden, 
ist ja klar. 

Beispiele, L Gibt es nur eine Sorte von Elementen, dann folgt, 
wie leicht ersichtlich ist, 

[<] = 1, föra-a-l; 
[^^]-0, für a + a-1. 



II. Ist za untertnicheii 



[<^ ^;]' 



so ist zu bedenken, daß die Summe auf der rechten Seite Yon (9) sich 
auf das eine Glied, welches a^^ a — \ hat, reduziert. Demnach wird 
unter Zuhilfenahme von Beispiel I 

Wegen des letzten Faktors auf der rechten Seite ist der Wert nur 
dann Ton Null yerschieden, wenn 6 — /J — a + a+l«=0 oder « 1 
oder — 2 wird, d. h. für 6 — /J = a — « oder = a — a ± 1. Man findet 
demgemäß 



(10) 






f7')f7^)ftr.6-/J = a-«±l, 
in allen anderen I^en. 



m. Ist 



[<' ^r ^r] 



zur Untersuchung yorgelegt, so nehmen wir an, es sei 



& — /S^a-a 
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und ordnen die Summanden nach absteigenden unteren Indices a^ 

[<-„ Bi_,i [^:_„ Bi_,i [<_„ b:_,i, 

Wegen (10) sind dies die einzigen auftretenden Glieder. Für den Fall 
b ^ ß ^ a — a muß das letzte noch wegfallen; da dann 

6 — a + « — 1 «= /S — 1 

wird; während doch ß der niedrigste untere Index von B^ ist. Diese 
Glieder haben nach (10) die Werte 

(a - 2/ \6 — 1 j ' ^\a-2}\h-d^ (a - 2/ (ft - s) 5 

U — 8/U — 2/' 2(a — 8/\6 — 3/' \a — 8/\6 -4/» 

Setzt man femer abkürzend 

ia-a) + (b-ß)-(c-y) + l = (f, 

80 werden nach (9) die Koeffizienten der Werte (ll) der Reihe nach 

r.nxh c:¥7X). i'^nx)-' 
"' C7")C7')(:)' r^nx)- r.nxh 

oc-VTi")- Qt'ß'-T'':^')- or'V'T";^') 

Multipliziert man die Glieder (11) mit den entsprechenden Koeffizienten 
(12); so erhält man ab den Wert der Summe aller dieser Produkte 



(13) 
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Ist bei 

b — ß>a--a 2a — 2a + 2<Q, 

b--ß-^a — a 2a — 2a+l<Q, 

so yerschwinden alle Koeffizienten (12). Damit dies nicht geschehe, 
mnß für 

b-ß>a-a c-y^(6 — /J) — (a-a) — l, 

b — ß=> a — a c — y'^0 

sein. Andererseits ist klar, daß q nicht negativ sein kann, d. h. es ist 

c-y£(b-ß) + (a-a) + l, 

wenn [ä^ , B^, ^y] > ^ ^^^ «oU. 

IV. Aas dem erhaltenen Resultate lassen sich die Werte der 
Symbole 

entnehmen. Wir können dabei a^b^c annehmen; dann besteht f&r 

c die Bedingung 

c^a + b+1, 

und es wird 

Q^a + b+l—c, 

Die oben angegebene Summe wird dann 

2Cö')C;')(:) +f7')CT')(:) 

+ 

<zx-X) + ' (:=;)c=;rr)+(::9Ci')m 

So ergibt sich 

[^, BJ, CS]-2(|l)(i>)(J) = 6; 9 = 1, 

[^J, BJ, C»] = 2(<|)(S)(g) = 2; 9-0. 

Hier fallt in (13) die erste mit der letzten Zeile zusammen, und w^en 
a — a = b — ß muß in dieser der letzte Summand getilgt werden. 
Überhaupt besteht bei a «» 1 stets nur eine Zeile in (13), und bei 
6 > 1 wird die Summe 
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V. Kommen die Elemente Ä, B, ' - *, K nur je einmal vor, 
a==6 = --« = t = l, und wird ihre Anzahl, wie oben, durch n be- 
zeichnet, so liefert (9) 

• 

3. — Wir woUen das im vorigen Paragraphen für lineare Per- 
mutationen behandelte Problem auch ftir cyklische Permutationen lösen. 
Dazu gehen wir von der Aufgabe des § 2 aus, modifizieren sie aber 
dei^estalt, daß wir 1) in jeder linearen Permutation ein Element einer 
bestimmten Art, etwa ein Element A, an den Anfang links hinsetzen; 
und daß wir 2), wenn am Schlüsse rechts gleichfalls Elemente A auf- 
treten, die Folgen der A so zählen, als ob auf das letzte Element 
wieder das erste folgte. So liefert jetzt z. B. die Permutation 

ABBBBABAAAAA 

fiinf Folgen für die A. Das neue bezeichnende Symbol sei 

% 

(1) [<>^fl>--;K>i'xl 

Zur Berechnung von (1) wählen wir die entsprechende Methode wie 
früher. Dann erkennt man leicht^ daß der erste Schritt, der von 

genau T^e der entsprechende frühere durchzuführen sein wird. Beim 
zweiten Schritte, dem zu 

fahrenden, findet eine Veränderung statt, da die erste Stelle links 
von dem ersten A nicht von L besetzt werden darf. Folglich tritt 
statt (7) § 2 nun 

/« - «1 + 2> - ft + • • + * - «i\ 

\2— Z — «1 + «— •••~Xi + x/ 

als Faktor auf. Der letzte Schritt bedingt keine Änderungen; und so 
entsteht 



(2) 



('7') 2 (:■)•■■ C) (,irAX'^-ti--L.) •[<,■■ <! 



(a ^ flf, -< a — 1, fi^ fii<b — lf...). 



Eine Ausnahme bei der Normierung der oberen Grenze von a^ wird 
sich sofort herausstellen. 
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Beispiel I. Oibt es nur eine Sorte yon Elementen^ dann folgt^ 
wie leicht ersichtlich ist, 

[^:;]' = l, für«-«; 

n. Ist zn untersuchen 

SO ist zu bedenken, daß die Summe auf der rechten Seite yon (2) sich 
auf das eine Qlied, welches o^^ a hat, reduziert Demnach wird unter 
Zuhilfenahme von Beispiel I 

(') [<.-^j-('7')(:)(.-f-.+.)- 

Damit die letzte Klammer Ton verschieden sei, muß 
werden; also gibt es Ton Null yerschiedene Werte nur für 

CS«) [K.Ktil'-Oi'tl-,')- 

Daß eine Vertauschung yon a, a mit b, ß die rechte Seite yon (3) 
bez. (3*) ändert, ist natürlich, da den Ä eine besondere Stellung zu 
Anfang der Permutationen yorgeschrieben war. 

m. Ist 

zur Untersuchung yorgelegt, so ordnen wir die Summanden in (2) 
unter Berücksichtigung yon II nach abnehmender Gfröße yon a^. Man 
erhält dann als Wert des Symbols die Summe 

u.)r:')ei:)C7")C-) 

I /«\ /«\ / 6 — 1 \ /6 — a + a\ /2a — 2a\ 

wobei 

^'^(a-«) + (b-ß)-(c-r) 

bedeutet. Ist ft — /J < a — a, so schließt die Summe schon yon 
selbst, durch Verschwinden der letzten Glieder, bereits mit einer 
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früheren Zeile. Als Bedingung für c — y ergibt sich^ ähnlich wie 
^^®^> (6 _ ^) _ (a _ a) <: c - y ^ (& - /S) + (a - 4 

Man erhält beispielsweise 

i^mcir - (D(f) . (!)(«) • a) + (f)(i) • ö© • a) = 24 

nnd natürlich für 

[A^BICIY = (|)(?) • (0® • (?) + (?)(}) • (S)(!!) • (}) - 24 

den gleichen Wert. 

4. — Jetzt können wir ohne weiteres zu cyklischen Permutationen 
übergehen. Wir wollen aber^ um die Formeln nicht zu komplizieren^ 
die Annahme machen, daß auf etwa mögliche Unterteilungen, wie sie 
im ersten Paragraphen behandelt wurden, zunächst keine Rücksicht ge- 
nommen werde. 

Dann lautet die Frage: Wie viele cyklische PennutaMonen des 

^*^ . U- B' ... Z* L'l 

gibt es, d, h. wie viele lassen sich aus a dementen A, aus b Elementen 
B u. s. f. bilden, welche a Folgen der ersten, ß Folgen der zweiten u. s. w. 
Elementenarten aufweisen. 

Wir wählen als Symbol für die Anzahl 

Da nun jede der zugehörigen Permutationen mit einem beliebigen ihrer 
Elemente begonnen werden kann, so wählen wir für dieses Anfangs- 
element ein J.; und da die Anzahl der vorkommenden A gleich a ist, 
so folgt 

- (' 7 ') 2 (:•) • • • {rtiiir-iX.-ti-^i.)^' ■■■• <f ■' 

«j , • • • jfj 

d. h. die Reduktionsformel (2) aus § 3 hat auch hier Geltung. 
Beispiel I. Es ist 

[aJ - 0, für a + «• 

18* 
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n. Es sei Torgelegt Ä*^, B^] dann findet man durcli das ent- 
sprechende Resultat des Torigen Paragraphen 

= fürfe — /J + a-a. 

Der Wert des Symbols darf sich nicht ändern, wenn man a nnd a 
mit b und ß vertauscht. In der Tat ist auch 

mc7 ')]■(-«) -cor :')]•(»-«. 

und da a — a^b — ß ist, so folgt die Richtigkeit der Behauptung. 

Der Übergang zu cyklischen Permutationen, die in gleiche Unter- 
abteilungen zerfallen, bietet nun theoretisch keine weiteren Schwierig- 
keiten dar. Die Formeln werden aber so kompliziert, daß es bequemer 
ist, in jedem einzelnen Falle die Rechnung durchzuführen, als die 

fertigen Resultate zu benutzen. 

■ 

Gießen, den 5. Januar 1903. 



Der Rest der Arcnssinns-ReilLe für x = 1. 

Von L. Saalschütz in Königsberg. 

Bei der Entwickelung der Reihe für aresin x mittels des Taylor- 
schen Lehrsatzes ist der Rest, soweit mir bekannt, bisher direkt nur 
für I a: I < 1 betrachtet worden. Der Grenzfall a; = 1 wird entweder, 
als nicht mehr elementar, der Funktionenlehre überlassen oder mit 
Hilfe Yon Sätzen über Potenzenreihen erledigt, unter denen das Abel- 
sehe Theorem, daß eine Potenzenreihe, soweit sie konvergiert, auch 
den Wert der Funktion, welche sie darstellt, richtig wiedergibt, den 
Vorzug verdient. 

Im folgenden, soll gezeigt werden, daß das allgemeine Restglied 
des Taylor sehen Satzes in seiner Anwendung auf die Arcussinus-Reihe 
auch zur Beurteilung des Falles x = 1 ausreicht^), und es gelingt so- 



1) Die Untersuchung dieses Restes hat reale, nicht etwa nur illusorische, 

Bedeutung, weil für x zwischen und 1 mit EinsMufs der Grenzen (1 — a;)*/^*^ (x), 
wo f(x) = Skrcsm Xy verschwindet. In solchem Falle nämlich entscheidet die 
Konvergenz^ bez Nicht- Konvergenz des Bestes in seiner allgemeinen, von SchlO- 
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gar unter Benutzmig zweier verschiedener Formen des Restes^ einen 
von der Anzahl n der beibehaltenen (bez. berechneten) Glieder ab- 
hängigen (mit n = oo yerschwindenden) Ausdruck anzugeben^ dem der 
Rest sich mit wachsendem n mehr und mehr nähert. 

1. Je nachdem man das Bestglied des Taylorschen Lehrsatzes 
an das in rc*"— ^ oder an das in x^* multiplizierte Glied anschließt; 
welches letztere den Wert NuU hat; erhält man die folgenden beiden 
gleichberechtigten Gleichungen: 

(1) arcsmo; = a; + jy + • • • + äTiTeTT^aiT-liy) * 2n^i + ^«(^) * ^ 
oder 

(2) i^CBmx^x + \'^ + -'' + l\l]'f^^ 

Hierin bedeuten Rin(x) und Ü2ii+i(^) die Fimktionen 

(3) Ä,«(a;) = ^(2ÄT_-i)i ,R2n-^i{x)^— j^r^^ , 

wenn man unter p eine willkürlich anzunehmende positive Zahl, unter 
d" und ^^ nicht näher bekannte positive echte Brüche versteht und 
f(x) durch arcsinj; ersetzt. 

Bei derselben Bedeutung von f(x) gilt die bekannte und leicht 
abzuleitende Bekursionsformel: 

(4) (1 - x^fi^+^){x) - {2m - 1) xf^^^)(x) - (m - iyf(^-'\x) = 0. 
Andererseits ist 

f(x)^^smx,r(x)^--L^^,r{x) ^,r(^) = ^^^-etc.; 

man kann hieraus schließen (und leicht beweisen), daß f^'^^x) die Form 
besitzt: 

(P (x) 

(5) r-Kx) « ""-'J , ; 



milch (wie Herr Prinffsheim angibt) heiröhrenden Form ^^ -I 1 — i — ^j;\ 

(n — ly.p 

in welcher p eine positive, außerdem willkürlich wählbare Zahl nnd einen nicht 
näher bekannten positiven echten Bruch, der auch die Grenzwerte oder 1 er- 
reichen kann, bedeutet, fUKh der Null hin über die CrüUigkeit bez. Ungültigkeit 
der Taylorschen Entwickelung der Funktion bis zum oberen Grenzwert der 
Variablen (hier x = 1) einschließlich; und dieser Satz läßt sich mit ähnlichen 
Hilfsmitteln wie den von Herrn Pringsheim in seiner zweiten Abhandlung über 
den Taylorschen Lehrsatz (Bd. 44 der Math. Ann. S. 67 ff.) angewandten beweisen. 
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wobei fpm(x) eine ganze algebraische Funktion (m — l)ten Grades Ton 
X bedeutet, die bei geradem m den Faktor x hat. Z. B. sind 

(6) q)^(x) = 1, q)^{x) = x, ip^{x) = 1 + 2x*, tp^{x) = x(9 + Ga?*), etc. 

Setzt man den Ausdruck (5) (und die entsprechenden) in die Gl. (4) 
ein, so erhält man nach Multiplikation mit (1 — a;*)"*""«: 

(7) 9m4-i(a^) = (2w - l)xtp„,{x) + (w - l)\\ - x^)ip„,-.i{xy, 
durch DifiFerentiation der GL (5) folgt: 

' ^ '' (1 _ xtH 

aber es ist auch 

also 

9„,^-l(a;) = (1 — a:*)9)'„(a;) + (2m — \)x^ni{x) 

und daher durch Vergleich mit (7): 

(8) ipm{x) = (w — l)'9)^^i(rc). 

Auch folgt noch aus (7), wie leicht zu ersehen 

(9) 9)^(1) = 1.3. 5... (2m -3), 

(10) 92n(0) = 0, 92-+1 (0) = (1 . 3 . 5 . . . (2n - 1))«. ^ 

Aus (8) und (9) folgt successive fttr m = 2, 3, 4 etc., daß die tp^ipo) 
für positive x positive mit x wachsende Werte haben. 



1) Als ich in einem mathematischen Kolloquium in Anwesenheit meines 
Kollegen Herrn Franz Meyer über den Gegenstand vorliegender Arbeit referierte, 
bemerkte derselbe, dafi er einige meiner Formeln ebenfalls gefunden und in sein 
demnächst (bei Göschen in Leipzig) erscheinendes [unterdessen erschienenes] 
Werk über Differentialrechnung aufgenommen habe. Wie ich aus den mir freund- 
lichst eingehändigten Korrekturbogen ersehe, sind dies, in analoger Ableitung wie 
oben, die Gll. (7), (8) und (10), die mit den dortigen (60) und (64) (S. 301, 302) 
identisch sind. Auch gibt Herr Meyer die expliciten Entwickelungen von g>^(a;) 

(hier (46) und (47)) in seinem Werke S. 303 an; mit Hilfe derselben zeigt er 
(S. 306, Formel (74)), daß das Restglied der Arcussinus-Reihe für {a;|<[l sich der 
Null nähert. — Außerdem verdanke ich Herrn Fr. Meyer die folgende persönliche 
Mitteilung: Wenn für p der obige Wert \ adoptiert wird, so ist auch, wie aus 
der zitierten Gleichung (74) S. 306 daselbst hervorgeht, für jedes endliche n{n^ 2) 
und X'=l der Wert des Restes endlich, nämlich <[ 1, und hieraus kann man von 
vornherein und ohne weitere Rechnung, da sämtliche Glieder der Entwickelung 
positiv sind, auf die Konvergenz der Entwickelung von arcsinl schließen. 
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Nunmehr folgt^ wenn wir x = 1 , p = jy ö*« xd" = m, bez. 
^i =« xd'i = tt und: 

(11) /^'"Kt*)(l - t*)"-i ?M!0_^ _ ^^(^) 

setzen: 

(12) Ü2«(l) = irgend einem Wert von ^^l'Z% > 

(13) iJ8»^.i(l)« ,, » • i; ;; (2»Ö! 

Betrachten wir nun den Verlauf yon i^m(ti), und zwar zunächst; ohne 
gerades von ungeradem m zu unterscheiden. Es ist: 

(14) Kiu) ^ , 

wenn 

(15) Pn^iu) = (1 + u)ip'„,(u) ~ (m - i)9)m(ti) 

oder mit Rücksicht auf (8): 

(16) P„,(u) = (m - 1)^(1 + tt)9._i(ti) - (m - |)g)«(u) 

gesetzt wird. Dann weiter durch Differentiation von (15) nach u, in- 
dem aus (8): 

(17) 9)m(w) = (m - iy{m - 2)Vm-2(w) 
folgt: - 

(18) —;^ = (m - l)M(m - 2)»(1 + u)9m-2(^) - (m ~ -J)9>m-x(u)}. 

Der oder die Extremwerte von Pm(u) treten also ein, wenn 

(19) (m - 2)«(1 + u)q>m-.,(u) « (m - |)9)m-i(w) 

ist. Setzt man den hieraus folgenden Wert von ipm—i(u) in die sich 
aus (7) ergebende Gleichung 

(20) 9«(ti) = (2m - 3)ug)«>i(u) + (m - 2)«(1 - w«)g)„,«8(w) 
ein, so sieht man leicht, daß 

(21) tpmiu) = (m - 2)«(1 + u)Vn.-2(u), 

und wieder aus (19), daß 

(22) q>„iu) - (m - |)(1 + u)9)«_i(tt) 
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ist. Die Substitution Ton q>,u—i(u) hieraus in (16) gibt den oder die 
Extremwerte Pm(w) von Pm(f*)- 

(23) ^«(«) - 2(^^--8J • 

Derselbe oder dieselben sind also positiv. Auch ist Pm{tA) positiv für 
u = l, nämlich mit Rücksicht auf (20) für ti = 1: 

(24) P„(l) = i9»-i(l)- 

Jetzt sei 

m = 2n; 

dann ist für u = 0: 

(25) P,n(0) =« (1 . 3 . 5 . . . (2n - 1))», 

also auch positiv. Somit ist Pmi^) für m «= 2n dauernd positiv^ 
^2fi(f^) nimmt also dauernd zu, wenn u von bis 1 geht, und da 
nach (11): 

(26) *«(l)-i^-' 

SO folgt nach (9) und (12) der Maximalwert^ den jßift(l) überhaupt 
annehmen kann: 

(27) Max.Ä.(l) = l^|^|^;-^5.1^. 

Weniger einfach ist der Verlauf der Funktion ifm(u) zu beurteilen, 
wenn m eine ungerade Zahl == 2n + 1 ist. In diesem Falle hat zu- 
nächst wieder der Differentialquotient ^8n+i(^) ^ Zeichen von P^n-^iiu) 
(siehe (14)); für w = ist aber der Wert des letzteren negativ, näm- 
lich gemäß (16) und (10): 

(28) P2.+i(0) = - (2n + |)(1 . 3 . 5 . . . (2w ~ 1))\ 
während f ür m = 1 nach (24) und (9) 

(29) P2n+i(l) =- i9)2«(l) ==» i . 1 . 3 . 5 . . . (4n - 3), 

also positiv ist. Die Kurve Pin-\-i{u) schneidet demnach, wenn u von 
bis 1 wächst, einmal oder eine ungerade Anzahl von Malen die 
Abscissenachse; im letzteren Falle würde aber Pin-\-iiu) negoMve Minima 
haben, was wegen GL (23), welche für gerades und ungerades m gilt, 
nicht stattfindet; folglich hat die Gleichung: 

(30) P,«+i(ti)==0 
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eine und nur eine Wurzel zwischen und 1; sie werde durch u' be- 
zeichnet und kann durch Auflösung der 61. (2n)ten Grades 

(31) 4n»(l + uOfFi-CttO - (2n + i)fp^n+i(u') - 

gefunden werden. Die Kurve ^SM^i(t4) hat infolgedessen ein Minimum 
zwischen u = und u = 1 und zwar für u = m'. Sie besitzt aber cmf 
dieser Strecke keinen Wendepunkt, und demnach ist; da 1 — te' < 1 ist: 

(32) Min. *2«+i(w) > *2»+i(l) - 1 • *;*+i(l). 

Ehe wir aber an diese Beziehung die sehr einfachen Endschlüsse an- 
knüpfen, müssen wir die voranstehende Behauptung beweisen, müssen 
also zeigen, daß if'in-{-iiu) für u zwischen und 1 dasselbe (positive) 
Vorzeichen beibehält 

Durch Vergleich von (18) mit (16) schließen wir unmittelbar, daß 
(für gerades oder ungerades m) 

dP (u) 

(33) _^^ = (^_l).p„_,(u) 

ist^ und mit Rücksicht hierauf folgt durch Differentiation von (14) unter 
Einführung der Bezeichnung: 

(34) F„(tt) = (m - 1)»(1 + «)P«-»(«) - (m + ä)P„(«) 
die Gleichong 

(35) *;(«) ^=^- 

(1+«)"+» 

■ 

Auch führt die Differentiation Ton (34) leicht zu: 

(36) f^ = (^_l)«F„_,(«). 

Ist mm m = 2n + 1, so ist Vm{u) positiv f ür m =» wie für u = 1, 
was sich leicht aus der Definition (34) von Vm{u) mittels (25) und 
(28), bezw. (24) ergibt; dazwischen hat Vin-\-i(ti) einen oder mehrere 
Minimalwerte, da F2«(0) negativ für u = 0, positiv für u = 1 ist, wie 
aus denselben Gleichungen zu ersehen. Wir zeigen, daß diese Minimal- 
werte und überhaupt die etwaigen für u zwischen und 1 vorhandenen 
Extremwerte von Vm{u) (wie diejenigen von Pmiu)) positiv sind. Drückt 
man Pm{u) und Pm-^i(u) mittels (16) durch die <p(u) aus, so kommt 

(37) 4 F«(«) - 4(m - 1)« (m - 2)' (1 + «)» q,^_, («) 

-4(m-l)«(2»,-l)(l + u)9.,_,(«) + (4m«-l)9>,(u); 



202 L- Saalsohütz: 

ist V der Wert von u, für den Fm(tt), abo F„.i(m) yerschwindet^ 
80 ist: 

(38) = 4(m - 2)» (m - 3)« (1 + «)» <p^_, (v) 

-4(m-2)«(2m-3)(l + t;),,„_,(t;)+(2m-l)(2m-3)9>^_,(«); 

dazu fügen wir noch zwei aus (20) folgende allgemein gültige 
Qleichungen: 

(39) = (m - 3)» (1 - u») ,p^_, (u) + (2m - 5) « y„_, («) - y,., («), 

(40) = (m - 2)» (1 - M») 9„_, («) + (2m - 3) « y»., («) - 9,^ («). 

Aus diesen vier Gleichungen können wir, wenn wir auch in (37), (39) 
und (40) für u den Spezialwert t; annehmen, die drei Funktionen 

Vm-si^)} Vm-sW ^^^ 9m -iW eliminieren, oder, wenn wir zuerst 
9„_j(f) aus (38) und (39) wegbringen, so daß die Gleichung 

(41) = - 4(w - 2)« (1 + r) (2w - 3 - 2t;) 9«_,(t;) 

+ {(4(m-l)H(2m-3)(2m-5))-(4(2w-3)-l)t;}9)„_i(t?) 

entsteht, aus (37), (40) und (41) ^.„.^(i?) und 9>„,.i(v) eliminieren. 
Multiplizieren wir zu diesem Zweck (37) mit 1, (40) mit Ä und (41) 
mit B, und bestimmen diese (auch von v abhängigen) Faktoren so, 
daß bei der Addition die Koeffizienten von ^m^iiv) ^^^^ Vm-ii'^) ^®^' 
schwinden, so ergibt sich 



Ä = 



4(m — 1)* { (8m« — 8m — 7) — (8m + 5) v } 



(4(m — 1)* + (2m — 8) (2m — 6)) — (8m — 11) v ' 

4F» = (4m«-l-^)gp» 
und hieraus 

(42) 4{(8m« - 24w + 19) - (8w - 11) v} r^(v) - 9(1 + v) q>^{v). 

Auf der linken Seite dieser Gleichung ist der Faktor von F^(i?), wo 
cmch V zwischen und 1 liegen mag, (für m > 2) positiv, und die 
rechte Seite desgleichen, also auch F^(v) positiv. Daher ist V^^^^(u) 
auf der Strecke u = bis 1 überhaupt positiv, und somit die Richtigkeit 
der Beziehung (32) erwiesen. 
Nun ist nach (14) und (24) 

w,' m ^ ^^^'^ ^ ^ ^">-^^'^ ^ ' ^">^'^ 

^^' 2- + I • 2- + i 2(2m-8) 2^4-1' 

d. i. nach (11): 

/' /-IN '^m^^f 

^»»^^^ "" 4(2m-3) 
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und also nach (32): 

(43) Min ^,.^,(«) > ^,.^,(1) (l - j(j^)- 

Daraas folgt nun ähnlich wie oben (27) , dafi der Minimalwert, den 
^Sfi+i(l) überhaupt annehmen kann: 

(44) Min i^.,,(i) > ' ;::.e.%-/iy,: ^^ • ^2 (l - i^) 

sein muB.^) 

Der wirkliche Best der Arcussinus-Reihe hat aber, für x ^ 1^ 
einen bestimmten Wert, den wir i2(l) nennen wollen; derselbe mufi 
zwischen dem Maximum von i2||,(l) und dem (kleineren) Minimum 
von JR,^^i(l) liegen, weil sonst die beiden Gleichungen (1) und (2) 
mit einander in Widerspruch gerieten, und wir haben also das Resultat 

(45) ^a)= ;:;:::;;!::^ >^(i-^n) «^^^i- 

oder auch mit Hilfe des Wallis sehen Produktes für n das folgende: 
Der Best der Arcussinus-Beihe für a: = 1 nähert sich mit wachsendem 
n dem Ausdruck 1 :}/n^. 

2. Die Funktionen P^iu) lassen sich auch beiderseits über die 
Strecke w = bis u^l hinaus verfolgen. Man findet: 

Die Kurve y =« Pj„(w) beginnt, wenn u von — oo bis + oo 
wächst, mit + oo, erreicht zwischen u = Q und u = 1 ein positives 
Minimum und jenseits u = 1 ein Maximum; im weiteren Verlauf schneidet 
sie die Abscissenachse und strebt der negativen Unendlichkeit zu. 

Die Kurve y = i\n+i(**) heginnt, für w = — cx>, mit — cx>, schneidet 
zwischen u =» und u =» 1 die Abscissenachse, erreicht jenseits u » 1 
ein Maximum, schneidet die Abscissenachse zum zweiten Mal und fällt 
ebenfalls bis — oo. 

Die Punkte, in denen die Kurven y = P^(ti), aus dem Positiven 
ins Negative übergehend, die Abscissenachse schneiden, rücken mit 
wachsendem Index m immer weiter hinaus. 

Die Diskussion der Funktion V^{u) scheint weniger einfach zu 
sein, da zu untersuchen wäre, ob die linke Seite der 61. (42) auch für 
17 > 1 positiv bleibt. 



1) Der größte Wert von R AI) wird bei u = gewonnen, er ist 

1 .3. 5. . .(2n— 1) 
2 — /Q N ^^d (bei großem n) etwa doppelt so groß als jeder der beiden 

Werte Max B, (1) (e. (27)) und Min B^ A\) (s. (44)), kommt also nicht weiter 
in Betracht. 
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Mittels der Ausdrücke (10), (25) und (28) und der Gl. (8), bez. 
(33) lassen sich auch 9>m(tt) und Pm(u)y da es ganze Funktionen sind, 
nach Potenzen Ton u entwickeln. Man findet mit Hilfe der 
Maclaurinschen Reihe 

(4ß) 9,.+.(«) = (1 • 3 . 5 . . . (2m- l))»{l +(2«)»|^ + (2«(2n-2))«~* 

+ (2n(2n-2)(2»-4))»^ + ... + (2n(2«-2)...2)»^) 

und durch DifiPerentiation 

(47)9,»-(1.3.5...(2«-l))»j« + (2«-2)»f; 

+ ((2n-2)(2«-4))«;; + ... + ((2«-2)(2«-4)...2)«^^^,}'>, 

sodann 

(48)P.,^.(«)-(1.3.5-(2»-l))»(-^ + (2»)««-i^(2n)«|; 

+ (2«(2«-2))»|!-t!tZlI(2n(2«-2))«^±... 

+ (2«(2«-2)...2)»^-"^J^-i(2«(2«-2)...2)«^J^) 

und endlich: 

(49) P,,(u) = (1-3. 5. •.(2n-l))«{l-*-^=^u + (2n- 2)» IJ 

_^(2„l2)«|; + ((2»-2)(2n-4))'^q:-.. 

+((2«-2)(2«-4)...2)«^^^-K(2«-2)...2)»^^^). 

Die Funktion V^(u) läßt sich in gleicher Art entwickeln. 
Königsberg, Juli 1901. 



1) Oder auch in etwas anderer und auf anderem Wege gefundener Form: 
«—1 
q>in{u) ^^(2h + 1)1 ((2n - l)s*+i 1 • 3 - 5 • • • (2n - 2Ä - 3))» u"+» 



A=sO 

n 

"■^^ tA 

A = 



92»4.i(w) =^^{2K)\ ((2n)aA 1 . 3 . 5 . . . (2n - 2Ä - 1))« u 

(01 = l,l-3-5-(— 1)=b1.) 
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Sätze über Flächen von konstantem negativem 

ErümmnngsmaB. 

Von R. V. Lilienthal in Münster i. W. 

Sind Qi nnd q^ die Hauptkrümmungshalbmesser für einen Punkt 
(P) einer Flache, so kann man fragen, unter welchen Umstanden eine 
Gerade, die den Endpunkt von Qi{Qf) mit einem Punkt der Tangente 
der zu (»^((^i) gehörenden Erümmungslinie verbindet, ein Normalen- 
system erzeugt, falls der Punkt (P) die Fläche durchwandert. Für den 
Abstand des Punktes (P) von dem Schnittpunkt der Geraden mit der 
genannten Tangente erhält man eine partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung, die sich bei den Flächen von konstanter negativer 
Krümmung sofort befriedigen ^ßt. Die direkte Herleitung der so 
erhaltenen Normalensysteme und einiger Eigenschaften derselben ist die 
Absicht der folgenden Betrachtungen, in deren Verlauf sich ein sehr 
einfacher Weg zur Aufstellung der Quadraturen finden wird, durch 
die sich, einem Lieschen Satze gemäß, die Erümmungslinien der 
Weingartenschen Flächen bestimmen lassen. 

L 
Vorbemerkungen und Bezelohnungen. 

Die Koordinaten x, y, z der Punkte einer Fläche seien Funktionen 
der Veränderlichen u und v. Wir zerlegen die quadratische Form von 
du und dVy deren Verschwinden die Gleichung der Erümmungslinien 
liefert, in lineare Faktoren und multiplizieren letztere mit den noch zu 
bestinmienden Funktionen v und /x. So entstehe: 

v{a^^du + «ijdt;) = T^, yi{a^^du + a^^dv) = T,; 

und T, » {T^ ^ 0) sei die Differentialgleichung der zum Haupt- 
krümmungshalbmesser Q^ifi^) gehörenden Krümmungslinien. Wir führen 
die Bezeichnungen ein: 

dx dx dx y^ dx 

dy = B^T^ + B^T^, dz = C^T^ + C^T^ 
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und nehmen: 



YEal^-2Fa,,a,, + Gal, ^^ _ VEal^-^Fa,, a, , + G^ 



«11««— «It««! «11«« — «lJ«tl 



V =- JLi_^^^^ ^ ^ == 

sodaß: 



^j + Bj + q = i, ^| + Bi + ci = i. 

Hiernach sind A^^ B^, C^ (-4,, Bg, C^) nichts weiter als die Rich- 
tungskosinus der Tangenten der zu q^ (q^) gehörenden Krümmungslinien^ 
und wenn wir die Bogenlänge der letzteren mit 8^(8^) bezeichnen, 
können wir setzen: 

M dx j dx 

.At ^** ""5 • iila — ~3 U. S« W« 

Bei dieser Schreibweise ist; wenn f(u, v) eine Funktion von u und v 

bedeutet y das Zeichen ^ folgendermaßen als Grenzwert aufzufassen. 

Längs der durch den Punkt (P) gehenden und zu q^ gehörenden. 
Erümmungslinie sind ti und v Funktionen einer Veränderlichen, etwa t 
Beim Übergang vom Punkte (P) zu einem zweiten Punkt der Kurve 
mögen u, v, s^, t die Zuwüchse ^u, ^Vj Tls^y /It erhalten. Dann ist: 

d£du dfdv^ 
df y . f{^ -f* -^ ^1 ^ + ^^) ~ A^i ^) du dt dv dt 



Weil aber: 



erhält man: 



du , dv f^ 



df au"^" dv""^' 



^*i }/^"a|,-2Fa.,a„ + G«|^ 



Entsprechend folgt: 

__a/; , a/; 
df au""'^at? 



Falls ^ß-f^) diö geodätische Krümmung der zu Qiifi^ gehörenden 

Krümmungslinien und v^{y^ einen integrierenden Faktor der Diffe- 
rentialform T^{T^ bedeutet, hat man: 

/^N _1 d log v^ JL d log y> 

^^'^ Ä "" ds, ' 22, dB, 
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Mit X, T, Z sollen die RichtongskoBinaa der Flächennormalen 
bezeichnet werden. Dann bestehen die Gleichungen: 

9i * 9t " 



(2) 






dl. d — 

Nehmen wir jetzt: 

dK d^ 

ds, d*f d8^ d^f 



ds^ ds^ds^^ ds^ da^ds^^ 
so besteht die Gleichung: 

^ ^ ds^ds^ dst d«i ^ iJj d«i Ä, d«, ' 

Der Ausdruck aT^ ^bT^ ist daher ein exaktes Differential^ wenn: 
,«v da db a b 

Zum Beweise dieser — für den Fall^ dafi die Erümmungslinien 
mit den Kurven u =» const., v » const. zusammenfallen^ langst be- 
kannten^) — Formeln sei auf meine Entwicklungen in den Mathema- 
tischen Annalen Bd. 42, S. 508 und meine Schrift: ,,Grundlagen einer 
KrQmmungslehre der Kurvenscharen'^ S. 10 verwiesen. (Vgl. Encyklopädie 
der mathem. Wissensch. Bd. III; D 3, S. 125, 160.) Man überzeugt 
sich am einfachsten von der Richtigkeit dieser Formeln, wenn man 
— ^1^1 = dp, 1/gTj = dq setzend — berücksichtigt, daß: 

df 1 df df ^\_dl ^^2 _ ^' . l?* 



d«i v^dp^^ ds^ v^dq^ vj v 



wodurch man in das Fahrwasser der gewöhnlichen Methoden gelangt 
ist; nur muß man sich darüber klar sein, daß die sich mit Hilfe der 
Veränderlichen p und q vollziehende Berechnung der Ableitungen nach 
s^ und 5} erst praktisch ausführbar wird nach der Integration der 



1) Yergl. E. Cesäro: Vorlesungen über natürliche Geometrie. Deutsch von 
G. Xowalewski. S. 198 
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Differentialgleichungen T^ = 0, jT, = 0, und Berechnung integrierender 
Faktoren v^ und Vj, während die mit Hilfe der Variabein u und v 
sich vollziehende Berechnung jener Ableitungen stets möglich bleibt. 



n. 

Normalensysteme. 

Wir gehen zu den Flächen von konstanter^ negativer Erümmang 
über und setzen QiQi=^ — cK Trägt man von jedem Flächenpunkt (P) 
aus auf den Tangenten der Krümmungslinien nach beiden Seiten hin 
die Strecke c auf, so werden dem Punkte (P) vier Punkte P^, P,, 
P,, P^ zugeordnet, und ihre rc-Koordinaten sind: 

a?! = a: + cA^, x[^ x — cA^y rc^ = rr + cA^^ x^ = x — cA^, 

Die Endpunkte von q^ und q^ seien mit P'{x\ y', is'), P"{x'\ y", ;?") 
bezeichnet, sodaß: 

rr' = a: + (>i X, x" =^ x + q^X, 

Die durch die Punkte (P„ P'\ (P^, P'), (Pi, P")j (P/, P") gelegten 
Geraden erzeugen, wenn (P) die gegebene Fläche durchwandert, vier 
Strahlensjsteme. Wir wollen zeigen, daß jedes derselben ein Normalen- 
system ist. 

Fassen wir dais erste dieser Systeme ins Auge und betrachten als 
Ausgangsfläche seiner Strahlen die von dem Punkte (Pg) beschriebene 
Fläche. 

Die Richtungskosinus der Strahlen des Systems haben die Werte: 

Die Koordinaten einer beliebigen, durch das Strahlensystem ge- 
legten Fläche können in der Form dargestellt werden: 

u^=x + cA^ + A6i, Vi = y + cPg + Ai?i, Wi « jer + cC, + A^, 
und man hat bei Anwendung der Gleichungen (2.) 

d^ " Ä, "•" V c "•■ d»,/« "♦" '^ds. 

Wenn das Strahlensystem ein Normalensystem ist, maß sich l so 
als Funktion von u und v bestimmen lassen, daß die Strahlen des 
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Systems mit den Normalen der Fläche {u^y v^^ w^) zusammenfallen. 
Dies erfordert das Bestehen der Gleichungen: 

oder: 

dl 



Man hat also: 



«0 ^--l^?i±^'. 



äx—ymT„ 



d. h. die Differentialform j/pj + <? T^ muß ein vollständiges Differential 
sein. Dies ist tatsächlich der Fall. Die Anwendung der Integrabili- 
tatsbedingung (5) liefert nämlich eine Identität^ da die zweite Glei- 
chung (3) hier mit der folgenden: 

d^_^\±± 
d8^ ^1 B^ 

übereinstimmt. 

Das betrachtete Strahlensystem ist somit; wie behauptet, ein 
Normalensystem, und da der Beweis bestehen bleibt, wenn überall c 
durch — c ersetzt wird, so ist auch das zweite der oben erwähnten 
Strahlensysteme ein Normalensystem. 

Bei dem dritten der fraglichen Strahlensysteme sind die Richtungs- 
kosinus der Strahlen die folgenden: 

Eine Orthogonalfläche des Systems wird dargestellt durch die 
Gleichungen 

&Us: 

wo der Ausdruck unter dem Integralzeichen ein exaktes Differential 
ist. Da auch hier der Beweis bestehen bleibt, wenn c überall durch 
— c ersetzt wird, ist unsere Behauptung in allen vier Fällen gerecht- 
fertigt. 

Zugleich zeigt unsere Entwicklung die folgenden beiden Sätze: 
1. Betrachtet man eine Orthogonalfläche des ersten (zweiten) Strahlen- 
systems, so ist ihre auf den Strahlen des Systems gemessene Entfer- 

Archiv der Mathematik und Physik, in. Belhe. V. 14 
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nung von der Ortsfläche des Punktes P, (P^) längs jeder zu q^^ 
gehörenden Erümmnngslinie konstant. Nimmt man aber eine Ortho- 
gonalfläche des dritten (vierten) Strahlensystems, so ist ihre anf den 
Strahlen des Systems gemessene Entfernung von der Ortsflache des 
Punktes P^ (P^ längs jeder zu q^ gehörenden Erümmungslinie 
konstant 

2. Die Integration der Differentialgleichung der Erümmungslinien 

einer Flache mit dem konstanten negatiyen Erümmungsmaß =^ wird 
bewerkstelligt durch die Quadratur der exakten Differentiale 

Wir geben hierför noch einen anderen Beweis. Bekanntlich hat 
Lie^) aus dem Weingartenschen Satz über das Linearelement der 
Krümmungsmittelpunktflächen derjenigen Flächen, bei denen die Haupt- 
krümmungshalbmesser durch eine Gleichung verbunden sind, die Folge- 
rung gezogen, daß die Krümmungslinien dieser Flächen sich dureh 
Quadraturen bestimmen lassen. Wenn d6^{d6^ das Linienelement der 
zu Qxifi^ gehörenden Schale der Krümmungsmittelpunktsfläche bezeich- 
net, so sind nach Lie die Ausdrücke: 

exakte Differentiale. Bei Anwendung der Gleichungen (2) erluLlt man: 

dtf» - dpf - (i - |;)*T|, d6i - dQi - (i - ?;)'2i, 

Bodaß die obigen Ausdrücke die Gestalt annehmen: 

Der Liesche Satz läßt sich mit alleiniger Hilfe unserer Glei- 
chungen (1) und (3) nachweisen. Wir geben den letzteren die Form: 

_ g» ^i ^ J^ Pi ^ ^ 1 

und erkennen nach (5), daß die Ausdrücke 

^ ?i((»i - et) ''^ j ^ e»(ei " ?») *'^y 

1) Darbonx' Btilletin 1880. S. 301. 
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exakte Differentiale sind. Diese Ausdrücke stimmen mit den obigen 
überein, da: 

-?^^-rfl0g(l-^«) ^ ^L^.dl0g(l-?i)— ??L-. 

^^ 9i(f% — — ^* wird: 

sodaß aucb auf diesem Wege sich die Gfrößen YqI + c*, YqI + c* als 
integrierende Faktoren von 2^, und jT^ ergeben. 



m. 

Eigensehaften der betraoliteten NormalensyBteme. 

Um die Erümmnngslinien und Hauptkrümmungshalbmesser der 
Ortbogonalflächen des ersten Strahlensystems zu finden^ gehen wir von 
dem Satz aus, daß längs einer Ejrümmungslinie: 

dx + hdX ^dy + hdY^dsf + hdZ = 

ist, wo 1/h die Normalkrümmung derjenigen Ejrümmungslinie bedeutet, 
auf welche sich die auftretenden Differentiale beziehen. In dem in 
Rede stehenden Fall ist daher längs einer Krümmungslinie: 

oder: 

Man hat aber: 

Wir könaen daher die obige Beziehung in folgende Form setzen: 

Die beiden weiteren aus den Gleichungen: 

dvi + hdri^ = 0, dw^ + Ädf^ «= 
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heryorgehenden Beziehungen ergeben sich aus der hingeschriebenen, 
wenn A^j Ä^, X bez. ersetzt wird durch JB^, JBj? ^ ^nd C^, Q, Z. 
Es müssen daher die Koeffizienten von A^ und q^A^ + cX verschwin- 
den. Wir haben somit den Satz gewonnen, daß die beiden Haupt- 
krümmungsradien h^ und h^ durch die Gleichungen: 



(6) k,==-l-y^[+-c^, Ä, = -2, 

die zugehörigen Erümmungslinien durch die Di£ferentialgleichungen: 

w .T^^i + ? (1 - i)^-= «' («) (1 - i)^^ + i^« = 

bestimmt werden. Die gefundenen Werte von h^ und h^ zeigen, daB 
die zu h^ gehörende Schale der Erümmungsmittelpunktsfiäche unserer 
Fläche mit der Ortsfläche des Punktes (Pg), die zu h^ gehörende Schale 
aber mit der zu q^ gehörenden Schale der Erümmungsmittelpunkts- 
fiäche der gegebenen pseudosphärischen Fläche zusammenfällt. 

Hinsichtlich der Differentialgleichung (7) gilt der Satz, daß sich 
ihre Integration auf die Quadratur zurückführen läßt, welche die Grröße X 
liefert. Mit Hilfe der aus (3) folgenden Beziehungen 

nimmt nämlich die Differentialgleichung (7) die Form an: 



c" , V^^ -\-<^ 



die das Integral ergibt: 



=d,, - - ^-i^T,, 



1 Vgf + '^ + g.-^^J:. 

" yöiT^ + <>i + c '^ 

Für das dritte Strahlensystem folgt in ähnliclier Weise, daß die 
HanptkrümmungshalbmeBser einer Oithogonalfläche darch die Aus- 
drücke: 

die zugehörigen Erümmungslinien durch die Differentialgleichungen: 
bestimmt werden, von denen die erste das Integral besitzt: 

Vo^ + e, + c « ' 
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was man leicht erkennt^ wenn man die aus (3) folgenden Beziehungen: 

1 ^ Pt dQi 1 ^ c, dp, 

anwendet. Die entsprechenden Ergebnisse für das zweite (vierte) 
Strahlensjstem ergeben sich aus den für das erste (dritte) geltenden 
durch Yertauschung von c mit — c. 

Berücksichtigt man^ daß einer Schar von Krümmungslinien auf 
der zugehörigen Schale der Erümmungsmittelpunktsfläche eine Schar 
geodätischer Linien entspricht, so kennt man nach den obigen Sätzen, 
falls für eine pseudosphärische Fläche die Gleichungen der Erümmungs- 
linien in endlicher Form gefanden sind, für jede der beiden Schalen 
ihrer Ejümmungsmittelpunktsfläche die Gleichungen von drei Scharen 
geodätischer Linien in endlicher Form. 

Münster i. W., 22. Mai 1902. 



Winkel- und Streckenteilnng in der LobatschefskijsclLen 

Oeometrie. 

Von H. Liebmann in Leipzig. 

Bekanntlich gibt es außer der Euklidischen Geometrie nur noch 
zwei Arten von Geometrien, in denen man jede Figur, ohne ihre Be- 
stimmungsstücke zu ändern, frei bewegen kann^), die hyperbolische (von 
Lobatschefskij^) und Bolyai unabhäagig entdeckt) und die eUip- 
tische (Riemann-Helmholtzsche), von der wiederum die sphärische 
Geometrie ein Spezialfall ist. Zwischen diesen beiden Arten von Geo- 
metrien besteht nun aber der wesentliche Unterschied, daß in der 
eUiptischen Geometrie das „vollkommene Prinzip der Dualitäf' 
herrscht'), insofern die Länge einer geraden Linie endlich ist, wie auch 
die Summe der Winkel mit gemeinsamem Scheitel, während in der 



1) Baß diese Annahme (znsammen mit der in allen Geometrien bestehenden 
Gültigkeit der Euklidischen Geometrien im ünendlichkleinen) zur Ableitung der 
Gnmdformeln der Trigonometrie in der hyperbolischen and elliptischen Geometrie 
ausreicht, hat Gauß gezeigt (Ganß Werke VIII. S.256.) 

2) Vgl.: N. J. Lobatschefskij: Zwei Geometrische Abhandlungen, übersetzt 
und herausgegeben von F. Engel. Leipzig 1898. Im folgenden angeführt mit „L^^ 

3) Vgl.: F. Klein: Ober die sogenannte nichteuklidische Geometrie. (Math. 
Annalen 6, 673—625.) 
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hyperbolischen zwar die letztere Tatsache bestehen bleibt, die Länge 
der unbegrenzten Oeraden aber unendlich wird. 

Dieser unterschied der beiden Geometrien kommt nun aber auch 
bei der Winkel- und Streckenteilung zur Geltung. In der sphärischen 
Geometrie z. B. erkennt man ohne weiteres durch Übergang von ein^ 
Figur zur Polarfigur, daß die Winkelteilung sich auf die Streckenteilung 
zurückfuhren läßt; denn bei diesem Übergang yerwandelt sich der 
Winkel zwischen zwei Richtungen in ein Stück eines größten Kreis- 
bogens. Anders in der hyperbolischen Geometrie: Hier ist die Teilung 
des Winkels in beliebig yiele gleiche Teile selbst dann nicht möglich, 
wenn man die Möglichkeit der Streckenteilung annimmt. 

Dies soll hier gezeigt werden. 

!• Die Streckenieüung in der hyperbolis(Jien Geometrie. 
Gegeben sei eine Strecke AB, und auf ihr n — 1 Punkte A^, . . ,, 
A-i (s. i Figur), so daß ÄA, « A^A^ = ^^, =. . . - ^«_i B ist. 

Durch B legen wir den Grrenz- 
kreis, dessen Achse AB ist, und 
legen dann durch den Punkt B' 
auf ihm die Parallele zu AB, 
die wir rückwärts verlängern, 
bis sie den durch A gehenden 
Grenzkreis schneidet, dessen 
., A^_i legen wir femer lauter 
Grenzkreise mit der Achse AB, welche die Strecke A'B' in den 
Punkten A\ A\, . . ., A\^^ treffen mögen. Bezeichnen wir die 
Längen der Grenzbogenstücke mit 5, s^, s^^ . . ., ^«.i, 1 (B' kann 
immer so angenommen werden, daß der Bogen BB' » 1 ist), so ist^) 




Achse AB ist. Durch A^ A^, 



S • ö| ^-" S* • o* *— & • o« » • . ■*" ö ji ^ « • A , 



also 



-•-VI. 



Hieraus sieht man: Um die Strecke AB in n gleiche Teile eerlegen 
m können, muß man die nte Wured aus einem Grensshreisbogen ziehen. 

2. Zuriickfuhrung auf Konstruktionen der EtMidischen Geometrie. 

Auf der Grenzfläche gilt die Euklidische Geometrie*), wobei an 
Stelle der geraden Linien der Euklidischen Geometrie die Grenzkreis- 
bogen auf der Grenzfläche treten, und man kann alle Konstruktionen, 
die sich in der Euklidischen Geometrie mit Zirkel und Liueal aus- 



1) „L". S. 189, 



« 



L". S. 12. 
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f&hren lassen, wie sich leicht einsehen läßt, daher anch anf der Orenz- 
fläche ansfthren: Man kann jeden Winkel bloß mit Benutzong Yon 
Zirkel und Lineal in 2" gleiche Teile zerlegen, man kann jedes beliebige 
Grenzbogenstück in n gleiche Teile zerlegen usw. (Genauer gesagt: 
Wenn Anfangs^ und Endpunkt eines Grenzkreisbogens gegeben sind, 
so kann man die Teilpunkte fOr eine Teilung in n gleiche Teile angeben.) 
Dagegen kann man einen beliebigen Winkel nicM in n 
gleiche Teile zerlegen, man kann auch nicht die nte Wurzel aus 
einem beliebigen Grenzkreisbogen ziehen (sobald nicht n » 2*")^ usw., 
weU die entsprechenden Konstruktionen der Euklidischen Geometrie 
unmöglich sind. 

3. Streckenteilt4ng und WinheUeüimg. 

Nimmt man an, daß man in der hyperbolischen Geometrie eine 
beliebige geradlinige Strecke in n gleiche Teile zerlegen kann, so wäre 
damit die Möglichkeit gegeben, in der Euklidischen Geometrie (auf 
der Grenzfläche) aUe Konstruktionen auszuführen, die die beliebig oft 
wiederholte Wurzelziehung aus einer positiven reellen Zahl erfordern. 

Das genügt aber nicht einmal, um einen beliebigen Winkel in 
drei gleiche Teile zu zerlegen. Denn die Gleichung dritten Grades 

4 (cos t) — 3 cos ^ — cos 9 = 

in der cos 9? bekannt ist, während cos^q> gesucht ist, fBhrt auf den 
Cctöus irreducibüis der Cardanischen Formel, da sie die drei reellen 
Wurzeln hat: 

«.(1), eo.(l±li),.co.(S±iI). 

In diesem Falle aber versagt nicht nur die Gardanische Formel; 
es läßt sich sogar die Unbekannte überhaupt nicht durch reelles 
Wurzelziehen bestimmen.^) 

Es ist also, selbst wenn die Teilung geradliniger Strecken in der 
hyperbolischen Ebene möglich wäre, schon die Dreiteilung des Winkels 
und umsomehr die n-Teilung unter dieser Voraussetzung noch nicht 
ausführbar. 

Leipzig, 25. Februar 1902. 



1) Vgl. 0. Holder: Über den CasuB irreducibiÜB bei der Gleichung dritten 
GradeB. Math. Annalen 88, S. 307 ff. 
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über neuere Fortschritte 
in der Konstruktion stark auflösender Spektralapparate. 

Von E. Gehbcke in Berlin. 

Zeeman entdeckte, daß die von einer Lichtquelle emittierten 
Wellen eine eigentümliche Veränderung erfahren, wenn die Licht- 
quelle in ein magnetisches Kraftfeld versetzt wird. Durch die Auf- 
findung dieser fundamentalen Erscheinung im Verein mit ihrer von 
Lorentz gegebenen theoretischen Erklärung ist der Forschung ein 
bedeutender Anstoß gegeben worden. Während man vordem, unter 
dem dominierenden Einfluß der Maxwellschen Theorie, bei der Be- 
handlung der optischen Phänomene besonders den im „Ather^^ statt- 
findenden Prozeß der Wellenbewegung und Wellenfortpflanzung ins 
Auge gefaßt hatte, ist in neuerer Zeit und vor allem im Anschluß an 
die Entdeckung Zeeman s die Aufmerksamkeit wieder intensiv auf den 
eigentlichen Leuchtmechanismus, auf die Vorgänge im Emissionszentrum 
des Lichtes selbst hingelenkt worden. 

Es erscheint heute als sehr aussichtsreich, diesen lange Zeit 
weniger beachteten Vorgang der Lichtemission zu bearbeiten, umsomehr 
als wir im Besitz einer Theorie sind, welche offenbar geeignet ist, f&r 
die weitere Forschung brauchbare Fingerzeige an die Hand zu geben. 
Doch stellen sich hier nicht unbedeutende experimentelle Schwierigkeiten 
in den Weg. Die in Betracht kommenden Erscheinungen sind ziemlich 
diffizil, und die Änderungen der Wellenlängen, um die es sich hier 
handelt, sind recht klein im Vergleich zu dem, was mit den vorzüg- 
lichsten Apparaten bis vor kurzem beobachtet werden konnte. 

Diese außerordentliche Feinheit der auf den Leuchtmechanismus 
bezüglichen Phänomene, welche teils, wie die oben genannte von Zee- 
man gefundene Erscheinung, bereits bekannt sind, teils sich aus ge- 
wissen theoretischen Überlegungen erwarten lassen, rückt das Problem 
in den Vordei^rund, die zur Trennung der Wellenlängen bisher vor- 
handenen Apparate zu verbessern. Die Lösung dieser Aufgabe soll uns 
im folgenden beschäftigen. 

Man kannte bis vor kurzem zwei Typen von Spektralapparaten; 
die einen beruhen auf der Dispersion durch Prismen, die andern auf 
der Beugung an engen Spalten. Beide Typen, die Prismenapparate so- 
wohl wie die Beugungsgitter, scheinen jedoch mit den heutigen Mitteln 
der Technik schwerlich einer bedeutenden Verbesserung fähig zu sein. 
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Wenn man hier weiter kommen will, muß man zu einem neuen Prinzip 
übergehen. 

Das neue Prinzip besteht in der Anwendung Yon Interferenzen bei 
hohem Gangunterschied der interferierenden Strahlen. Es ist nicht 
schwer, einzusehen, dafi solche Interferenzen/ u;e;in sie sich erzeugen Utssen, 
Torzüglich geeignet erscheinen, sehr kleine Wellenlängendifferenzen zur 
Wahrnehmung zu bringen, resp. winzige Ändemngen der WeUenlänge 
merklich zu machen. Angenommen etwa, wir hätten zwei Wellen A 
und X\ welche sich yon einander nur um ^öoöö ^^^ Wellenlänge unter- 
scheiden, und wir könnten durch geeignete Apparate bewirken, daß 
beide im Räume Interferenzstreifen hohen Oangunterschieds hervorrufen. 
Dann wird jede einzelne Welle ihre besonderen Interferenzstreifen er- 
zeugen, und die beiden Interferenzsysteme werden sich tiberkgem. Ist 
etwa X die kürzere Welle, so wird das Streifensystem dieser etwas enger 
sein als dasjenige yon A', so zwar, daß immer auf 10000 Streifen yon A', 
entsprechend einem Gangunterschied yon 10000 längeren Wellen A', 
10 001 Streifen yon A, entsprechend 10 001 kürzeren Wellen A kommen. 
Dies heißt nichts anderes, als daß nach jedesmal 10000 Wellenlängen 
yon A und A' Interferenzstreifen gezeichnet werden, welche genau auf 
einander liegen; die beiden Interferenzsysteme sind in „Konsonanz^ 
Nach der Hälfte dieses Weges, also nach 5000 Wellenlängen, wird die 
eine Welle A' der andern A erst um eine halbe Länge yorausgeeilt 
sein, das Interferenzbild ist hier ein anderes, die Streifen beider 
Wellen liegen zwischen einander; sie sind in „Dissonanz'^ Um- 
gekehrt kann man nun, und darin besteht die neue Methode*, aus der 
beobachteten Lage der Interferenzstreifen auf das Vorhandensein der 
Wellen A und A' schließen. Man würde in unserm Fall z. B. bei An- 
wendung yon 5000 Wellenlängen Gangunterschied, d. i. bei einer Weg- 
strecke yon ungefähr 2,5 mm Luft, aus der Beobachtung eines in Disso- 
nanz befindlichen, doppelten Streifensystems den Schluß ziehen können, 
daß zwei Wellen yorhanden sind, welche sich um ^^^ der Wellenlänge 
yon einander unterscheiden. Dieser Differenz würde in einem Prismen- 
oder Gitterapparat schon ein Linienabstand entsprechen, der etwa » ^ 
des Abstandes der beiden Natriumlinien oder der beiden dunklen 
Fr aunhof ersehen Linien D^ und D^ beträgt, also eine Größe, welche 
nahe an die äußerste Grenze des mit diesen Apparaten noch getrennt 
Wahrnehmbaren herankommt. Es besteht aber in yielen Fällen durch- 
aus die Möglichkeit, Interferenzen noch höheren Gkmgunterschieds zu 
erzeugen, und so sind denn die Leistungen der Prismen- und Gitter- 
apparate bei weitem überholt; man ist in der Tat, wie wir sehen 
werden, heute im stände, Wellenlängendifferenzen zu beobachten, 
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welche nnr ein Milliontel der Wellen^nge und noch weniger be- 
tragen. 

Es soll hier nicht in extenso über die yerschiedenen^ bisher kon- 
struierten Interferenzapparate berichtet werden^ mit denen man eine 
hohe Auflösung der Spektrallinien erzielen kann.^) Wir wollen nur 
einen Apparat genauer betrachten; und zwar denjenigen, welcher aus 
verschiedenen Gh-finden als der zur Zeit brauchbarste und leistungs- 
fähigste angesehen werden darf. Derselbe ist in der Reichsaustalt yon 
Herrn Lummer in Gemeinschaft mit dem Verfasser konstruiert worden') 
und bedient sich der an einer planparallelen Glasplatte bei streifendem 
Austritt der Strahlen entstehenden Lummer sehen y^Interferenzkurven 
gleicher Neigung.'^ 

Die gewohnlich in den Vorlesungen und in vielen Lehrbüchern 
allein behandelten Interferenzen, wie man sie z. B. beim Newton sehen 
Farbenglase oder beim Fresnelschen Spiegelversuch erzeugt, sind für 
unsem Zweck nicht verwendbar. Alle diese Interferenzen sind nämlich 
sogenannte ,;Eurven gleicher Dicke'' und werden durch Strahlen gebildet, 
welche in einem beliebigen Punkte des Interferenzbildes mit mehr oder 
weniger verschiedenen Phasendifferenzen zugleich interferieren. Dadurch 
aber wird eine Unscharfe des Phänomens hervorgerufen, welche, wie 
sich zeigen läßt, bei hohem Gkmgunterschied mehr und mehr stört und 
schließlich das vollständige üneichtbarwerden der Streifen zur Folge hat 

Die einzigen bekannten Interferenzerscheinungen', welche auch bei 
hohem Gungunterschied unter Voraussetzung einer genügend homogenen 
Lichtquelle noch scharfe, gut beobachtbare Streifen liefern, sind solche, 
bei denen in jedem Punkte des Bildes allein parallele Strahlen inter- 
ferieren. Die dann entstehenden „Interferenzkurven gleicher Neigung'' 
sind zuerst in ihrer Bedeutung von Lummer erkannt worden und 
treten z. B. an jeder planparallelen Platte auf. 

1. — Es feile (vergl. Fig. 1) der Lichtstrahl AB, herrührend von 
einer Welle A, unter dem Einfallswinkel i auf die planparallele Platte PQ. 
Dann wird ein Teil des Lichtes reflektiert, ein anderer dringt in die 
Platte unter dem Brechungswinkel r ein. Verfolgen wir diesen bei C 

1) A. Boolouch, Joum. de phys. (2) 2, 316—320. 1898. A. Perot u. 
Ch. Fabry, Ann. de chim. et phys. (7) 12, 459—501. 1897; Compt. rend. 1897, 

1898, 1899 und 1900; Ann. de chim. et phys. (7) 16. 1899 und Bulletin Astron. 
Janyier 1899; vgl. auch M. Hamy, Gompt. rend. 125, 1092—1094. 1897. A. A. 
Michelson, Astrophys. Joum. 8, 36—47. 1898; Joum. de phys. (3) 8, 305—314. 

1899. 0. Lummer, Verhandl. d. Deutsch. Physik. Gesellschaft 8, 85—98, 1901. 

2) 0. Lummer u. £. Gehrcke, Sitzungsberichte d. k. Akad. d. Wissensch. 
zu Berlin p. 11—17. 1902; Ann. d. Phys. (4) 10, 457—477, 1903. 
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nochmals reflektierten^ bei D wieder austretenden Strahl weiter^ so 
entstehen abo aus AB zwei parallele; interferenzfahige Strahlen BG 
und DE, welche durch eine Eonvexlinse L bei jP zur Interferenz ge- 
bracht werden können. Da die Linse L parallele Strahlen in demselben 
Punkte der Brennebene yereinigt, ohne neue Gangunterschiede zu Ter- 
anlassen, so werden folglich ^amtliche einfallende Strahlen^ welche AB 
parallel sind, in demselben Punkte F interferierende Strahlenpaare 
gleicher Phasendifferenz erzeugen; so z. B. werden die aus A'B' deri- 
yierenden Strahlen B'G' und D'E' mit demselben Gfangunterschied 
wie BG und DE und an demselben Orte F vereinigt Alle Strahlen 
jedoch; welche unter andern Winkeln als i einfallen; interferieren an 




einem anderen Punkte der Brennebene von L un4 mit anderem Grang- 
unterschied. Somit folgt; daB die Phasendifferenz in jedem Punkte des 
Interferenzbildes (außer yon den Eonstanten der Platte) nur vom Ein- 
fellBwinkel .• abhängt; die Interferenzkurven, d. i. die Kurven gleicher 
Phase; sind also ;;Euryen gleicher Neigung'^ und haben die Form von 
Kreisen; deren Zentrum yon solchen Strahlen gebildet wird; welche 
senkrecht auf die Platte aufhllen. 

Der Ghmgunterschied zweier interferierender Strahlen; welcher mit y 
bezeichnet werden mögC; ist sehr einfach zu berechnen. Fällt man von 
D auf BG das Lot DJBy so ist der Ghoigunterschied der Strahlen 
BG und DE offenbar gleich dem Weg BC + CD, zurückgelegt in der 
Platte; vermindert um den Weg BHj zurückgelegt im AuBenraum. 
Rechnet man dies auS; so findet man: 

Y ■= 2dn cosf; 
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wenn d die Dicke, n den Brechnngsezponenten der planpaxallelen 
Platte PQ bedeutet. 

Für alle Winkel i, f&r welche y ein gerades Vielfaches der halben 
Wellenlänge beträgt, verstärken sich die interferierenden Strahlen, für 
diejenigen Winkel, für welche y ein ungerades Vielfaches von k/2, 
schwächen sie sich. Es ist nun von heryorragender Wichtigkeit für 
uns, nach welchem Gesetz der Übergang der Lichtstärke Ton einem 
Interferenzmaximum zu einem Minimum stattfindet Was wir haben 
wollen und allein brauchen können, sind scharfe, wohl definierte Inter- 
ferenzstreifen; präziser ausgedrückt, die Breite eines Streifens soll klein 
sein im Vergleich zu seinem Abstand von einem benachbarten Streifen. 
Nur wenn diese Forderung erfüllt ist, sind wir im stände, die durch 
mehrere Wellen erzeugten Interferenzsysteme über einander und doch 
getrennt von einander wahrzAmehmen. 

Obgleich diese Tatsache an sich plausibel erscheint, wollen wir 
uns dieselbe im eii^zelnen noch weiter durch eine graphische Dar- 
stellung der IntensitätsTerteilung verdeutlichen, welche für die folgenden 
Betrachtungen von Wert ist. Wir denken uns in der Interferenzebene 
(Brennebene der Linse L) eine Gerade gezogen, welche die Interferenz- 
streifen senkrecht schneidet. Senkrecht zu dieser Geraden, welche 
Abscissenachse ist, denken wir uns dann die in jedem Punkte herrschende 
Lichtstärke als Ordinate aufgetragen; so erhalten wir ein anschauliches 
Bild von der Intensitätsverteilung der Interferenzen. 

Angenommen nun, die Intensitäts Verteilung eines durch eine 
WeUe l erzeugten Streifensystems werde durch die Kurve aa in Fig. 2 




Fig. 2. 



dai^estellt, dann wird eine andere Welle X\ welche für sich allein ein 
gegen das erste in „Dissonanz^^ befindliches, punktiertes Streifen- 
system bb erzeugen möge, zusammen mit diesem eine resultierende 
Intensitätsverteilung hervorrufen, welche erhalten wird, wenn man die 
Ordinaten beider Wellen addiert. Bei unserer, in Fig. 2 gesetzten 
Annahme eines sinusartigen Verlaufs der Kurven ergibt sich so die 
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dick gezeichnete^ der Abscissenachse parallele Gerade CCy d. h. wir er- 
halten durch das Zusammenwirken beider Wellen X und k' eine gleich- 
mäßige Helligkeit oder eine Auslöschung des Interferenzsystems! 

Gbnz anders gestaltet sich die Sache^ wenn, wie in Fig. 3, die 
Intenaitatsyerteilung eine steilere ist, sodaß schmale Maxima auf breitem, 
dunklen Grund entstehen. Hier resultiert aus den beiden Kurven aa 




Fig. 8. 

und && eine Verdoppelung CCC der Maxima auf nur unbedeutend er- 
helltem Grund, und man wird hier also die von den Wellen X und X' 
gezeichneten Interferenzen über einander deutlich beobachten können. 

Wollen wir also einen für Spektraluntersuchungen brauchbaren 
Interferenzapparat konstruieren, so müssen wir dafar Sorge tragen, daß 
die Intensitatsverteiluii^ zwischen den Interferenzen eine möglichst steile 
wird, so daß schmale, intensive Maxima auf dunklem Grund gezeichnet 
werden. Es ist nun eine fundamentale Tatsache, welche wir sogleich 
beweisen wollen, daß durch Interferenz von nur gwei parallelen Strahlen 
wie in Fig. 1 von BG und DE, niemals ein steiler Intensitatsabfall 
(entsprechend etwa der Fig. 3), erzeugt werden kann; der Intensitäts- 
abfall ist vielmehr sinusförmig, wie dies der Fig. 2 entsprechen würde. 

Um uns hiervon zu überzeugen, müssen wir auf die Schwingungs- 
verhältnisse der Strahlen im einzelnen näher eingehen. Bekanntlich 
laßt sich der Schwingungszustand s in einer Entfernung q vom Emissi- 
onszentrum der (als eben vorausgesetzten) Wellen durch die Gleichung 
darstellen: 

5 = a • sin 2;r f I + *j , 

wo a die Amplitude der Schwingung, O die Phase bedeutet. Für 
einen zweiten parallelen Strahl von gleicher Amplitude, welcher gegen 
den ersten den Ghmgunterschied y hat, würde gelten: 
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sodaß sich die durch Interfer^hz beider resultierende Schwingung ergibt: 

5 + s' « 2aco8Ä |-8in23r (^i^ + «) • 

Es resultiert sonach wieder eine Sinusachwingung, aber mit einer vom 

Ghoigunterschied y abhangigen Amplitude der Qröße 2 a cos %~ Da 

die in jedem Punkte erzeugte Intensität J gleich dem Quadrat der 
Amplitude ist^ so folgt mithin: 

(1) J-4a«cos«jr{- 

Ist der GkuLgunterschied y ein gerades Vielfaches der halben Wellen- 
länge^ so folgt hieraus für die Intensität der resultierenden Schwingung 
Ji = \a\ 

Ist dagegen y ein tmgercides Vielfaches der halben Wellenlänge^ so 
wird die Intensiiät J^ = 0. 

Haben wir also, wie bei jedem Interferenzbilde , unendlich viele, 
gegen einander ein wenig geneigte Strahlenpaare, welche in kontinuierlich 
benachbarten Punkten des Interferenzbildes mit kontinuierlich veränder- 
lichen öangunterschieden interferieren, so nimmt in den Orten zwischen 
einem Interferenzmaximum (wo die Intensität — cT"!) bis zu einem Mi- 
nimum (wo die Intensität »» «^ *» 0) die Lichtstärke alle möglichen, 
durch Formel (1) gegebenen Werte an. 

Aus dieser Formel ersieht man aber, daß die IntensitätsTerteilung 
eine sinusförmige ist, wie eie also etwa in Fig. 2 durch die Kurve aa 
dargestellt wurde. 

Damit haben wir die obige Behauptung bewiesen. Wir wollen 
nun zeigen, daß man durch Interferenz von mehr als 2 Strahlen unier 
gewissen Umständen eine von der Sinusform abweichende, steile Inten- 
sitätsverteaung wie in Fig. 3 erzeugen kann. 

Wir nehmen an, es interferierten p parallele Strahlen 1, 2, 3, . . .^ |i 
gleicher Amplitude a, welche die Beschaffenheit haben, daß jeder 
Strahl gegen den folgenden den Oangunterschied y besäet. Dann er- 
halten wir unter Beibehaltung der früheren Bezeichnungen fQr die 
Schwingungen der einzelnen Strahlen: 

«1 = a • sin 2ä (| + *j , 
Sa = a.sin23r(^:^ + *), 



58 = a 



8in2^(?±^ + *), 



Sp = a.sin2«(^+ipiJ? + *), 
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also ftbr die resultierende Schwingung: 

1 1 

Nun gilt aber die trigonometrische Beziehung: 

1 

Setzen wir also zur Abkürzung: 

2ä(J + «) = «, 2ar.{-/J, 
so folgt: 

Die resultierende Schwingung hat also die Amplitude a . y^ und 

die Intensität: 

(2) . J = a«.5?Vt-^. 

^ ^ Sin" y, ß 

Für p^2 geht dieser Ausdruck^ wie es ja sein muß, in die Formel (1) 

über. Ist p'>2, so müssen wir die Formel (2) weiter diskutieren. 

Für alle Werte der Phasendifferenz ß, welche gegeben sind durch die 

Gleichung: 

% ßp^2Kx (jr=. 1, «, 8, . . .), 

yerschwindet der Zähler in (2); hier liegen, da der Ausdruck (2) sonst 
stets positiy ist, somit die Minima der Intensität. Zwischen den Mini- 
mis befinden sich verschiedene Maxima^ deren Höhe je nach der Größe 
der Phase ß eine yerschiedene ist. Ausgezeichnete Maxima entstehen 
da, wo ß ein ganzes Vielfaches von 2n, wo also auch die yon jswei 
Strahlen allein erzeugten Maxima liegen. Dann yerschwindet in (2) 
der Nenner, und es wird J =^ a* -pK — Wie die weitere Behandlung 
zeigt, überwiegen diese Hauptmaxima und gewinnen mehr und mehr 
an Schmalheit, je größer die Anzahl p der yiel&chen, zur Interferenz 
gebrachten Strahlen ist; die folgende Fig. 4 gibt z. B. für den Fall 
j) = 15 die Intensitatsyerteilung zwischen zwei Hauptmaximis gemäß 
der Formel (2) wieder (a* » 1 gesetzt). Hier ist also tatsächlich der 
gewünschte Effekt erzielt, und wir haben, abgesehen yon den sehr licht- 
sohwachen „Maximis zweiten Ghrades^, eine steile Intensitatsyerteilung, 
wie sie schon in Fig. 3 ungefähr angedeutet war. 
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Dasselbe Prinzip der Zusammenwirkung vieler paralleler Strahlen 
Yon konstantem Gangunterschied y wendet man anch bei den Beugungs- 
gittern an. Die Theorie dieser letzten Apparate ist aber eine kom- 
pliziertere, da hier mit gebeugtem, von der geradlinigen Fortpflanzung 
abweichendem Licht operiert wird. Es ist merkwürdig, daß der viel 
einfachere, von uns oben erörterte Fall der Interferenz regulärer 
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Strahlen, welchei sich nach den Regeln der geometrischen Optik in 
einfacher Weise berechnen laßt, so lange unbeachtet bleiben konnte 
und erst in allemeuster Zeit wieder behandelt und experimentell benutzt 
worden ist. 

2. — Wir wenden uns jetzt zur Ausführung des zuletzt behan- 
delten theoretischen Falles in der Wirklichkeit. Die yielen interferieren- 
den Strahlen vom Gangunterschied y erhalten wir, wenn wir das Licht 
auf eine planparallele Platte auffallen lassen, doch so, daß durch viel- 
fache Reflexion im Innern der Platte viele parallele Strahlen zur £ni> 
Wicklung kommen, welche man dann interferieren läßt. Im einzelnen 
hat sich so die folgende Anordnung ergeben: 

Das Licht fallt (Fig. 5) nahezu senkrecht auf das kleine, recht- 
winklige Prisma Py welches auf die planparallele Glasplatte PQ auf- 
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gekittet ist. So wird die Plattenoberfläche im Innern nahezu unter dem 
Orenzwinkel der Totalreflexion getroffen^ nur ein sehr kleiner Anteil tritt 
nahezu streifend aus; bei weitem das meiste Licht wird somit reflek- 
tiert, tri£Ffc wieder die Plattenoberfläche, und dann wiederholt sich das 
Spiel von neuem. Der Endeffekt ist, daß auf jeder Seite der Platte 
eine Reihe paralleler Strahlen von nahezu gleicher, g^g^n das ursprüng- 
liche Licht sehr kleiner Intensität austritt, welche, von dem auf cx) 
akkommodierten Femrohr vereinigt, Interferenzsysteme von der oben be- 
handelten Schärfe des IntensitätsabfaUs in der Brennebene aufzeichnen. 

In einer Beziehung wird durch diese Anordnung aber die durch 
Formel (2) gegebene Verteilung nur angenähert dargestellt. Die Inten- 
sität der interferierenden Strahlen 1, 2, 3, . . .; i) ist nämlich in der 
Wirklichkeit nicht far jeden Strahl dieselbe. Bedeutet vielmehr 6^ den 



i^ 






PIg. 6. 

Reflexionskoeffizienten des Lichts an der Glasplatte, so bilden die 
Intensitäten der einzelnen Strahlen 1, 2, 3, . . ., wie leicht abzuleiteu, 
eine geometrische Reihe vom Exponenten 6^, 

Die Berechnung dieser so gebildeten Interferenzerscheinung ge- 
staltet sich etwas weniger einfach als diejenige für Strahlen von lauter 
gleichen Intensitäten. Man erhält eine Formel^), deren Diskussion er- 
gibt, daß der durch sie repräsentierte Intensitätsabfall um so steiler 
ist, je mehr 6* sich dem größten Werte 1 nähert, d. h. je mehr der 
ideale Fall von Strahlen gleicher Intensitäten verwirklicht wird. Aus 
dieser Bedingung, dem Koeffizienten 6^ einen recht hohen Wert zu er- 
teilen, erhellt auch der Zweck des kleii^n Prismas p in Fig. 5. Würde 
dieses fehlen, so müßte man das Licht, welches ja streifend aus der 
Platte austreten soll, auch streifend einfallen lassen, und damit wäre 
ein enormer Intensitätsverlust verbunden. So hat z. B. für einen Ein- 
fallswinkel von 88<> die Größe 6^ den Wert 0,883; hier würden also 
über 88^0 der gesamten zur Verfügung stehenden Lichtstärke verloren 
gehen. Diesen Intensitätsverlust verhindert das Prisma p. 



1) yergl. 0. Lammer u. E. Gekrcke, 1. c. 
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Die übrige Montierung des Interferenzspektroskops ist eine sehr 
einfache. Dasselbe wird auf einen Spektrometertisch gesetzt, dessen 
Kollimator abgenommen ist. Man beleuchtet nicht direkt mit der zu 
untersuchenden Lichtquelle, sondern dispergiert erst grob durch ein 
zweites Spektrometer mit Prisma {ein solches genügt meistens). Durch 
ein vor den Interferenzapparat gesetztes Diaphragma kann man dann 
einen beliebigen Anteil aus dem Spektrum ausblenden. 

Eine Eigentümlichkeit des Apparats besteht noch darin, daß man 
den Beleuchtungsspalt, hinter welchem sich die Lichtquelle befindet, 
nicht, wie sonst üblich, vertikal, sondern vorteilhafter schi^ zur Ebene 
der Apparate stellt. Dadurch wird erreicht, daß man die Interferenz- 
bilder zweier benachbarter Spektrallinien getrennt zu gleicher Zeit be- 
obachten kann. Die genauere Erklärung dieses sehr erwünschten 
Effekts kann aber hier übergangen werden. 

Bisher sind erst wenige Interferenzspektroskope in Wirklichkeit 
ausgeführt worden. Die Schwierigkeit liegt in der Beschaffung von 
tadellos planparallel geschliffenen, genügend großen Glasplatten. Die 
für unsere Methode erforderliche Güte derselben geht an die Grenze 
der Leistungsfähigkeit der heutigen Technik heran. Immerhin gelingt 
es, Glasplatten von einigen Millimetern Dicke bis auf Bruchteile einer 
Wellenlänge gleich dick und plan herzustellen, und zwar auf eine 
Länge, welche die Dicke um etwa das 40fache übertrifft. So haben 
zur Verfügung des Verfassers bisher Platten von 3 resp. 5 resp. 10 mm 
Dicke und 120 resp. 140 resp. 200 mm Länge gestanden. Die damit 
erzielbare Auflösung ist für die verschiedenen Platten nicht die gleiche; 
sie ist für die zuletzt genannte Platte am größten und beträgt hier 
rund 1 Milliontel der Wellenlänge; dem entspricht also ein Trennungs- 
vermögen von etwa Y^^oo ^^^ Abstandes der beiden D-Linien. 

3* — Die Untersuchung verschiedener Spektrallinien mit dem 
neuen Spektroskop hat bisher vor allem das interessante und neue 
Resultat ergeben, daß keine der mit den gewöhnlichen Prismen- und 
Gitterapparaten homogen erscheinenden „Linien'^ von einfacher Zu- 
sammensetzung ist. Vielmehr weist jede Linie eine individuelle Struktur 
von oft bedeutender Kompliziertheit auf. 

Besonders eingehend ist das Quecksilberspektrum untersucht worden, 
wie es von einer Vacuumbogenlampe mit Quecksilberelektroden aas- 
gesandt wird. Im sichtbaren Teil besteht das Spektrum aus 2 gelben, 
einer hellgrünen, einer dunkelgrünen, einer blauen und 2 violetten 
Linien. Jede dieser „Linien'^ bildet aber, wie sich herausgestellt hat, 
einen Komplex von sehr nahe benachbarten, diskreten Wellen, die sich 
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teilweise nur um lO^'^-A und weniger voneinander untersclieiden. 
Man beobachtet meist eine hellere Hauptlinie, welche von weniger 
hellen „Trabanten^' begleitet ist; zuweilen jedoch ist man im Zweifel^ 
welchen yon den yielen ^^Trabanten^^ man als Hauptlinie ansprechen 
darf. Betreffs genauerer Einzelheiten mufi auf unsere zitierte Abhand- 
lung yerwiesen werden; hier sei nur erwähnt^ daB die hellgrüne Queck- 
silberlinie nach den neusten Untersuchungen die komplizierteste Zu- 
sammensetzung besitzt und aus 21 Linien besteht. 

Eine ähnliche Kompliziertheit der Struktur wiesen außer den 
Quecksilberlinien auch die Spektren anderer Stoffe auf, wie z. B. Cad- 
mium, Natrium, Wasserstoff. Man muß nur die Bedingungen des 
Leuchtens so wählen, daß die Struktur beobachtbar wird. 

Ei'zeugt man nämlich die Spektra auf die gewöhnliche Art, etwa 
mittelst einer Salzperle im Bunsenbrenner oder durch Funkenentladung 
an Elektroden aus den zu untersuchenden Körpern, so gelingt es nicht, 
die indiTiduellen Feinheiten der Linien wahrzunehmen; die Linien erschei- 
nen entweder sehr lichtschwach oder sehr verbreitert und verwaschen. 
Will man scharfe, lichtstarke Linien erhalten, so muß man den zu 
untersuchenden Dampf bei möglichst großer Verdünnung in einem 
Geißler sehen Rohr zum Leuchten bringen. So haben wir z. B., unter 
Benutzung von Erfahrungen des amerikanischen Physikers Michelson, 
ein Yacuumrohr konstruiert, welches, auf 300^ G erhitzt, intensives, 
homogenes Gadmiumlicht unter der Einwirkung elektrischer Ent- 
ladungen ausstrahlt. 

Sehr schön beobachtet man an dem Interferenzspektroskop die 
Verbreiterung der Spektrallinien mit zimehmender Dichte des leuch- 
tenden Dampfes. Die rote Wasserstofflinie H^ nimmt z. B. bei Drucken, 
die oberhalb von Yj Atmosphäre liegen, eine solche Breite ein, daß an 
einer Platte von 0,5 cm keine Interferenzen mehr auftreten, da die 
von benachbarten Teilen der „Linie^^ erzeugten Interferenzmaxima den 
ganzen Raum zwischen 2 aufeinanderfolgenden Interferenzstreifen aus- 
füllen. Noch bedeutender ist die Verbreiterung der blaugrünen Linie H^. 
Bei fortschreitender Verdünnung des Oases aber werden Interferenzen 
sichtbar, welche mehr und mehr an Schärfe gewinnen, imd schließlich 
treten Einzelheiten der Struktur hervor. So z. B. entpuppt sich die 
Linie H^ als Doppellinie. 

Das Zeemansche Phänomen ist sehr leicht, schon mit verhältnis- 
mäßig schwachen mi^etischen Feldern, wahrnehmbar. Nach der elemen- 
taren Theorie sollte eine Spektrallinie in der Richtung senkrecht zu den 
Kraftlinien in ein Triplet zerspalten werden. Hiernach müßte also die grüne 
Quecksilberlinie, welche 21fach ist (vergl. oben), in 63 Komponenten 

16* 
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aufgesplittert werden. Von diesen könnte man allerdings dnrch ein 
Nikolsches Prisma 21 auslöschen^ sodaß nur 42 übrigblieben. Immer- 
hin aber ist diese Zahl Ton Linien viel zu groß, um mit den bisher 
zur Verfügung stehenden, planparallelen Platten wahrgenommen werden 
zu können; man beobachtet bei Erregung des Magneten eine allgemeine 
Erhellung des Gesichtsfeldes, und nur das Ton der Hauptlinie gebildete 
Triplet hebt sich deutlich ab. 

Es ist interessant, daß sich durch die komplizierte Zusammen- 
setzung der Spektrallinien in gewisser Hinsicht der sogenannte ,,ano- 
male Zeemaneffekt'^ erklart. Dieser besteht darin, daß manche 
Spektrallinien nicht, wie die elementare Theorie dies fordert, einfache 
Triplets oder Dublets bilden, sondern in eine viel größere Anzahl von 
Komponenten, wie 6, 9 und mehr, zerspalten werden. Die theoretische 
Erklärung dieser Anomalie hat viel Schwiericckeiten bereitet. Da man 
jetzt aber weiß, daß die ,Jiinien'' von vornherein aus einer größeren 
Anzahl von Individuen zusammengesetzt sind, welche nur infolge der 
Mangelhaftigkeit der Apparate nicht wahrgenommen wurden, so er- 
scheint das beobachtete Verhalten der Linien im Magnetfeld nicht 
mehr verwunderlich. Vielmehr wird man umgekehrt mit einiger Wahr- 
scheinlichkeit prophezeien dürfen, daß eine Spektrallinie, die den 
anomalen Zeemaneffekt liefert, sich bei der Untersuchung mit dem 
Interferenzspektroskop als komplex auch ohne Magnetfeld herausstellen 
wird. Freilich ist aber zu beachten, daß keineswegs aMe beim 
Zeemaneffekt beobachteten Anomalien sich auf diese einfache Weise 
erklären lassen. 

Man kann erwarten, daß die Vervollkommnung des Interferenz- 
spektroskops, insbesondere die Herstellung immer besserer planparalleler 
Platten, uns zu einem weiteren Eindringen in den Mechanismus des 
Leuchtprozesses verhelfen wird. Auch die Astrophysik wird vielleicht 
aus der Verwendung des neuen Apparates Nutzen ziehen können. 

Gharlottenburg, Januar 1903. 
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über die Frobeninsscheii Eovarianten einer Bilinearform. 

Von J. Wellstein in Straßburg i. E. 

In seiner Arbeit „Über die schiefe Invariante einer bilinearen oder 
quadratischen Form''^) hat Herr Frobenius gewisse Eovarianten q>a{Ä) 
einer Bilinearform A abgeleitet, die später, anscheinend unabhängig 
von Frobenius, Herr Study*) wiedergefunden und genauer untersucht 
hat, wobei sehr interessante Eigenschaften der q>a(A) zutage getreten 
sind. Offenbar unabhängig von beiden Autoren ist dann H. Laurent^) 
auf diese Formen gekommen, die seither in den Frobenius sehen 
Untersuchungen über vertauschbare Matrizen^) und über Gruppen- 
charaktere ^) eine nicht unwichtige Bolle spielen. Ich möchte nun im 
folgenden einige Sätze mitteilen, die geeignet scheinen, die Eo- 
varianten g>ai^) vielleicht in den Mittelpunkt der ganzen Reduktions- 
theorie zu rücken. 

§ 1. Bezeichnungen. 

1. Wir führen die Untersuchung an Matrizen nten Grades. Den 
n' einfachsten Bilinearformen x^yj^ (h,1c= 1, 2, . . ., n) entsprechen 
ebenso viel einfachste Matrizen T^^ j^ (/t, Ä; = 1, 2, . . ., n), von denen jT^ ^ 
in der Aten Zeile an Ä;ter Stelle das Element Eins, sonst lauter Nullen 
hat; der Darstellung einer Bilinearform durch die x^^y^ entspricht die 
Zerlegung einer Matrix: 

(1) Ä == {a^,!, a^^i, . . ., a^,^) = {a^^^ J (A,*-i,2,...,n) 

in die Summe: 

und für das Rechnen mit den T^^^^ gelten die Formeln: 

(3) ^h,k^p,q = ^k,p^h,q' (A,*,p,i?=l,2,..,») 

Wenn man T^^^Ä mit Hilfe von (2) und (3) durch die T^j^ linear und 
homogen ausdrückt, ergibt sich, wie Laurent") gezeigt hat, durch 

1) Grelles Jonm., Bd. 86. § 6. 

2) „Bekuirierende Reihen und bilineare Formen*^ Monatsh. f. M. u. Ph., 2, 1890. 

3) ,,ExpoB^ d*ime thäorie nonvelle des substitutions", J. de Math. (5) 4, 1898. 

4) ,,Über vertanschbare Matrizen", Berl. Ber. 1896, S. 601fr. 

5) „Über die Primfaktoren der Grappendeterminante'S 1. c. 1896, S. 1343 ff., § 5 (9). 

6) 1. c, S. 82. 
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Elimination der T unmittelbar die ^^charakteristische'' Gleichong von A^ 
die wir uns in ihre verschiedenen linearen Faktoren zerlegt denken: 

(4) F{A, E)^(A- a^E)'^{A -a^EY^...{A- a^Ey» « 0, 

Die Gleichung niedrigsten Grades, der A genügt, sei: 

(5) f{A, E)^(A- a^E^ {A - a^E)^ . . . (^ - a^E)^» = 0. 

2* Bezeichnet [x]j^ eine Matrix, die in der A;ten Spalte, Ton oben 
nach unten genommen, die Elemente x^y x^, . , .,x^ in. den n -- 1 übrigen 
Spalten nur Nullen hat, so läßt sich die Substitution: 

(6) xi ^ a^^^x^ + üf^^^x^ H h a^,,x^ (a, = i. i,....«) 

zusammenfassen in: 

(7) \x'],^A{x)„ 

WO man nach Belieben k=ly2, , , .,n nehmen kann. Das Produkt A{x]^, 
nach den Regeln der Matrizenmultiplikation gebildet, stellt eine Matrix 
vom Typus \x}^ dar, welche eben, Element für Element, gleich [x]^ 
ist. Die [x]]^ machen die „Wertsysteme'' (x), auf die Ed. Weyr*) seine 
formentheoretischen Untersuchungen gestützt hat, vollkommen entbehr- 
lich imd haben den Vorzug, den Rahmen der Matrizensymbolik nicht 
zu verlassen. — Wir müssen jedoch einige wohlbekannte Sätze über 
Gleichungssysteme erst in die Sprache der Matrizensymbolik über- 
setzen. 

§ 2. Lineare Olelohungsaysteme. 

!• Nennt man, wie üblich, die Matrizen A^, A^, . . ., A^ linear 
unabhängig, wenn sie einer Gleichung: 

q^i + Cj^ + • • • + c^A^ = 

mit numerischen Koeffizienten c„...;C^ nur dann genügen, wenn 
diese sämtlich verschwinden, so gilt der 

Satz L Die Q^n Mairijsen {x'\^, [x')^, . . ., {a;^^^}* sind nur dann 
linear unabhängig, wenn die Matrix nten Grades: 

X=» [Xj^j X'ly . . ., Xf^\ 0, 0, . . ., 0} (A = l, 8, ...,«) 

den Ba/ng q Juxt, 



1) „Zur Theorie der bilinearen Formen^*, Monatshefte filr Math. n. Phys., 
Bd. I, 1890. 
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denn nur in diesem Falle hat das Gleichungseystem: 

oder ausgeführt: 

nur die eine Lösung c^ -= c, *=•••=« c = 0; wie ersichtlich, ist die 
^trix Null« 

Satz IL Sind in dem Büschd linear unabhängiger Matrizen 

alle Matrizen [x] enthalten, so ist q ^n, 

denn nur fär (^ » n kann man die c so bestimmen, daß bei beliebigen 
x^j ^9 • • •; x^ die Gleichungen: 

bestehen, die symbolisch durch: 

wiedergegeben werden. 

2« Ebenso läßt sich das Gleichungssystem: 

(1) a,,iiFi + aj,^^x^ + • • • + aj^^^x^ = (a-i,«,...,«) 

zusammenfassen in: 

(2) A{x],= (i 

und gibt sich so als Spezialfall der Gleichung: 

(3) ^X = 

zu erkennen. Damit wenigstens eine Matrix X existiert, die (3) genügt, 
muß 1^1 = sein; sonst folgte aus (3) durch Multiplikation mit A~^ 
sofort X » 0. Zur Lösung von (3) benutzt man am bequemsten ein 
mit A äquivalentes Diagonalsystem: 

(4) P^e-« = <«i, «,,-.•, «,,0,0, ...,0>, |P|-1, lÖl-l, 

dessen Diagonalelemente o^, o^, . . ., a^ sind, wenn r den Rang yon A 
bezeichnet. Setzt man Q~^X»X, so geht (3) über in: 

(5) «3E = 0, « = <ai, 0,, . . ., a„ 0, 0, . . ., 0>, 

und nun kann man unmittelbar die Lösimg angeben. Im Falle X«{a;}^ 
der allein wegen des Folgenden hier zu besprechen ist, hat man: 

(6) «{E}»=0, wo {j}*-rM«}t, 
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oder ausgeftüirt OjEi = 0, o^j, == 0, . . ., a^E^= 0, wahrend sich für die 
n — r übrigen i keine Einschränkung ergibt. Die LöBung yon (2) ist 
demnach {x)j^^ Q[l]j^ mit jj = j^ = . . . = j^ = und verfügbaren 
Er+i; • • '} Jn> ^^®^ ^®^ ausgedrückt: 

Schreibt man ?;»,»= 3i*>, so ist Q^ [qj^, ql, . . ., gi")} und: 
(8) {^)t={«<^-^^>}*W + --+{ff^-M*En. 

Setzt man die E,.+i, Er+s; • - -f En ^^^ *^ eines gleich Null, dieses gleich 
eins, so erweisen sich { g^''"'"*^ } i, . . ., {9^"M* selber als Lösungen von (2), 
und zwar nach Satz I als linear unabhängige, da { Q | =^ ist. So er- 
gibt sich, in etwas fremdartiger Einkleidung, der elementare 

iSofe HL Ist r der Bcmg der Matrix Ä, so hat die Gleichung Ä{x]j^=^0 
genau n — r linear unabhängige Losungen: 

(9) {x}„ {a;"}„..,{a:(-'-)}t, 

aus denen sich jede andere linear und homogen mit numerischen 
Koeffizienten zusammensetzen läßt. 

Wir wollen das System (9) eine „Basis** der Lösungen von -4 {a;} 4= 
nennen. 

§ 3. Die Frobenlussohen Matrizen 0„{A,E). 
1. Sei zur Abkürzung: 

Dann haben die s Formen: 

(2) 92(^y 0-H'*H'-' ^iV^JS 

keinen von u^, u^ abhängigen größten gemeinschaftlichen Teiler, man 
kann diesen also gleich eins annehmen und in die Form bringen: 

(3) l--9i(^A)M^A) + 9>A^y'i)t,(uA) + -'' + 9Ä^A)t,{u,l), 

wo die ^(«i,l) vollkommen bestimmte ganze rationale Funktionen von 
w = -^ sind. Wenn man (3) wieder homogen macht, 
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setzt nnd nach Beseitigung der Nenner anstelle von u^; ti, die Matrizen 
Ay E treten läßt, so folgt die wichtige Oleichung: 

(5) E^^^ {A,E) + O^ {A,E,) + '" + OXA,E). 

Von den Funktionen (t*, 1) haben außer O^ (u, 1) alle den Paktor m — a^ 
also hat ^^(ti^l) nach (3) ihn nicht^ kann also nicht durch f{u,l) 
teibar sein (§ 1^ (5)); und nach einem Satze von Frobenius ist folg- 
lich 0^ {Äf E) nicht gleich 0. Damit ist die erste Behauptung des 
folgenden Satzes bewiesen: 

Saig I. Die s Matrizen O^, 0^, . . ., 0^ genügen folgenden Bedingungen: 

1, keine ist gleieh 0, 

2, für 6>6' ist 0„0„,=^O, 

4, sie sind linear unabhängig, 

woraus sich dann leicht ihre Identität mit den von Frobenius^) defi- 
nierten Matrizen (Formen) q>^ (Ä) ergibt. Formel 2. folgt daraus, daß 
0a0f,, alle Faktoren von f{ÄyE) hat; multipliziert man (5) mit 0^ so 
bleibt wegen 2. gerade E0„^ 0^, wo J? als Einheitsmatriz weg- 
gelassen werden kann. Fänden sich Eonstanten c^, c^, , . ,, c^y sodaß 
€^0^ + (^02 + ' ' • + c^0^ = wäre, so hätte man nach Multiplikation 
mit 0^ sofort c„0^ == 0, also c^ = 0. 

2* Die Gh-undlage für alles Folgende bildet der 
ScUz IL Genügen die Matrizen P^, Q„ den Gleichungen: 
(6) P,(Ä^a,E)-^ = 0, {Ä-a,E)-^Q,^0 

für irgend einen positiven, ganzzahligen Exponenten m, so ist: 

(7) Po-Po^c, Qc-^aQo, 

und dann natürlich auch: 

(8) PM-»oE)'''-0, {A-a^Ef-Q^^O, 

denn 0^ {A — a^E)^^ = 0. — Da man nämlich den größten gemein- 
schaftlichen Teiler (w — a^)^ von (w — a J"* und /*(m,1) in die Form: 

(9) (fi - a,y = h{u, 1) (u - a,)- + k{u, 1) f{u, 1), (x^^a) 
bringen kann, so ist wegen § 1, (5): 

(10) {A - a,Ef = h {A, E) {A - a^Ef, (i ^ Ha) 

1) Vergl. Fufinote 4) der Einleitang. 



234 J- Wellstkin: 

und aus (6) folgt: 

sodaßy wenn man mit (Ä — a^Ef^" multipliziert, in der Tat Glei- 
chung (8) besteht. Außer 9„ haben aber alle 9 den Faktor {Ä — a^^E^o^ 

mithin ist auch Pa^a' ^ ^f ^a'Qa "" ^ V<^n ^^^ ^^^ ergibt sich 
(7) indem man mit Benutztmg yon (5) die Produkte P^E^ EQ^ bildet. 

3. Auf Grund des Satzes 11 kann man ohne jede Bechnung sämt- 
liche Losungen der Gleichung: 

(11) (^-a.^'M«}*-© 

angeben. Ist nämlich n — r^ der Rang von {Ä — a„E)^(f, und wählt 
man r^ Matrizen {i')]^, {l"]^, ... mit Yollkommen unbestimmten 
Elementen in der J;ten Spalte, so ist: 

(12) {^^']k-^o{l^'^}ky {*-'>'- '*'o,^a) 

ein vollständiges System linear unabhängiger Lösungen der Gleichung (11), 
und wenn man diese Systeme für 6 ^ 1,2, . . .yS bildet, wobei, soweit 
sie reichen, immer wieder dieselben [i}^ benutzt werden dürfen, so 
sind auch die **'= ^i, «^ + ^j, «, H + '^»,p Systeme {a^**}» in ihrer 

Gesamtheit linear unabhängig; denn wäre ^,^a,t{^*^}k ~ ^f ^oft^r 
man nach 11 auch ^Cg ,t^{^**}k ^ ^ schreiben kann, so bekäme mau 
durch Multiplikation mit ^g, wegen I: ^gg>,t^a'{^'^}*=" Q> sodaß 

nun doch die zu demselben 6 gehörigen { o^' ^ } ;t linear abhängig wären. 
Wie auch immer man {x}^ wählen mag, ist aber {x}i=^0„[x]^ 
eine Lösung von (11), also darstellbar in der Form: 

und nach (5) ergibt die Summation über tf » 1, 2, . . ., $: 

d. h.: Jede beliebige Matrix {x]j^ ist durch die n linear unabhängigen 
Matrizen {^^'^};k darstellbar, folglich ist nach § 2, II ihre An7Al|T 
gleich n, also: 



.,XI 
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Ganz ebenso ließen sich die allgemeinen Systeme Q„ des Satzes 11 be- 
baadeln. 

4. Wir denken uns die n Matrizen {x^*^]^ in irgend eine Reihen- 
folge gebracht^ am einfachsten so, daß die zn demselben 6 gehörigen 
{x^'^]^ nach wachsenden t geordnet sind; [oft] gebe an, die wievielte 
Matrix {ixf*''}^ in dieser Reihenfolge ist; die n Zahlen [ffft] bilden 
daher eine Permutation von 1, 2, , . ., n und können wie einzelne 
Summationsindices gebraucht werden. Dann ist: 

(14) X = V{a;-»*},,,,, = V0^{a;..*},,,,,, fr^'«:'-.:^..^') 

eine Matrix, deren [p^ T]te Spalte yon oben nach unten gelesen die 
Elemente a^J»*, ajj»*, . . ., af^* hat. Ihr Rang ist nach § 2, I bei der 
linearen Unabhängigkeit der {ixf'*]]^ gleich n, also |X|4^0. Mittels 
1, (2), (3) schließt man daraus: 

(15) «„X-^^Ja;».*}^,..] -^'^^'''f"-*'' 



wo der Faktor O^ in der Summe nach Satz II stehen oder fehlen kann. 
Nun geht aber {^*^}[a,f] ftns X hervor, indem man alle Elemente 
von X. außer denen der [p, r]ten Spalte in Nullen verwandelt; das 
leistet aber gerade die Multiplikation von X mit T[(r,T], [«,«]; denn all- 
gemein ist CTj^ j^ eine Matrix, die in der %ten Spalte mit C überein- 
stimmt und sonst nur Nullen zu Elementen hat. Daher ist: 

t t 

d.L 

Satz HL Die s Matrizen O^, 0,, . . ., 0^ lassen sich simultan in 
Aggregate n der einfachsten Matrizen Tj j, T, ,, . . ., T, ,, trans- 
formieren: 

(16) X->*„X-2'^t„..j, [,.^, (*=M...,.„,,„) 

(17) X-2'{^'*}l^.*3^ (a-l.».. ..,,). 

Durch diesen schönen Satz werden alle bisher gefundenen Eigenschaften 
der 0^ auf das einfachste aufgeklart, speziell ist Formel (5) eine un- 
mittelbare Folge von E = T^^^ + T,^, ^ h 7„,«. 
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§ 4. Normalform der Matrizen im Falle $^n, 

1. Auf § 3, in läßt sich sehr leicht die Lehre von der normalen 
oder kanonischen Form der Matrizen gründen. Wir beginnen mit dem 
einfachsten Falle 5 = n, wo alle n Linear£ftktoren der charakteristischen 
Gleichung von einander verschieden sind, ^<, = (><,= 1, <y == 1, 2, . . ., n. 
Dann sind die in § 3, (2) definierten s = n Formen (n — l)ten Grades 
9a (^y ^) ^^gen ihrer linearen Unabhängigkeit zur linearen Darstellung 
jeder anderen Form (n — l)ten Grades geeignet: 

(» = 0, 1, . . ., n — 1) 

und es ist zunächst für u^ » a^ u^ = 1: 

<^l - ^,a9a(«a. 1); 1 = ^0,a9>a(ö#, 0; 

oder, wenn man 

setzt^ 

(3) mJm;-*-" - al0, (u„u,) + a;0,(u„u,) + • • • + aJ^.K, ti,). 

Hieraus folgt unmittelbar für 1/ == 0, tf| = ^, ti, = JE: 

(4) -E= <I^i(^,JB) + i^,{Ä,E) + . . . + *«(^iO 
übereinstimmend mit § 3, (5), für t; = 1 aber außerdem: 

(5) Ä - a,9,{Ä,E) + (h0,{Ä,E) + • . . + a,9,{Ä,E). 

Ehe wir diese Formel mit § 3, IQ in Verbindung bringen, ist noch die 
Matrix X zu bilden. Läßt man £^, j:,, •••;£« völlig unbestimmt, «o 
kann man nach § 3, (12), (14) einfach setzen: 

(6) X - *,(4^{e}i + M^,E){iU + '•• + ««(4-E){j}«, 
und nach § 3, (16) ist: 

sodaß aus (5) sich: 

(8) Z-^^X-.aiT,,, + a,T,,, + .. . + 0.2;., 

ergibt, d. h.: 

Satz L Hat die charaJcteristische Gleichung einer Matrix nten Grades A 
lauter verschiedene LinearfaJctoren, so werden 0^, O^, • •; <^n <^^ A 
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durch die mit unbestimmten Varidbdn Ji, &; • •; J» gebildete 

^«*^-- X = 9AiU + *.{£). + • • • + *.{£}. 

fy-ansfonniert in: 

X-i*„Z=T„,„, (»=1.».....«) 

X-'ÄX = ajT,,, + a,T,^, + ■■- + a^T,^,. 

Das ist die bekannte Normalform von A, Will man für jf^, je,; • • •; J?« 
bestimmte Werte einsetzen, so haben sie nur der einen Bedingmig zu 
genügen, daß | X | 4= ^ <9^^ vßXJ&. 

8. Will man im Falle s<n fQr A eine zu (5) analoge Dar- 
stellnng haben, so versagt die in 1. angewandte Methode. Zwar hat 

Study ^) durch Partialbruchzerlegung Ton w-jv — was im wesent- 
lichen auf das Verfahren des Artikels 1 hinauskommt — für J. eine 
DarsteUung: 

(9) ^ = (oiO»! + öj + (o,*, + ö,) + . . . + (a,*, + e.) 

gefunden, wo: 

(10) *„e^ = e„<&„ = o, öA. = o, <f^6, ö,«„ = ö„, 

aber diese Zerlegung Yon A erweist sich nicht als vollständig. 

Aus (9) folgt übrigens durch Multiplikation mit 9^ unmittelbar 

(11) A9„ = a,9„-\-e„, 
sodaß man die 0^ ganz einfach durch: 

(12) 0^ =. (u4 - a^JET) «^ (a=i,2,...,i.) 

definieren könnte; in der Tat folgen yermöge § 3, I aus (12) unmittel- 
bar die Formeln (10) sowie ö|a = 0, genau wie bei Study. Die 
Matrizen 0^ sind aber noch weiter zerl^bar. Wir wählen daher einen 
anderen Weg, der über die Matrix X zur Normalform führt; dazu ist 
eine etwas umstandHche, aber durchaus elementare Erörterung des 
Losungssystems von {A — a^Eyio [x] j^^ erforderlich. 

§ 5. Nonnalform der Matrizen im Falle ^ ^ n. 

!• Wir scheiden die Lösungen {o^**} der Gleichung: 

(1) {A-a,E>fio[x},^(i 
in Lösungen Lg y die der Gleichung: 

(2) {A - agE)^[x)^ - 0, (?=i.«,....?a) 

1) 1. c. § 7. 
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genügen y oder^ wie wir sagen wollen, ^^znm Exponenten q gehören'', 
und in Lösungen &a,Qf ^^® zwar zum Exponenten Qy aber zu keinem 
niedrigeren gehören. 

1. Hilfssatz. Die Gleichung (1) hat mindestens eine £^ , 

Denn gehörten alle L^ schon zum Exponenten Qa ^ Qay ^^ hätte 
die Gleichung: 

die n linear unbhängigen Lösungen { a;^' * } ^ des § 3, 3, und TJ{Ä—agE)9a 

wäre nach § 2, III Yom Range Null, also gleich 0; dann hätte FT (u— a^Ya 

den Faktor f{u, 1), sodaß also Qa nicht kleiner als q^ sein kann« 

Wie n — T^ bisher den Rang von {A — a^E)^o bezeichnete, so 

sei w — '^a,« der Rang von (A — a^E)^, Dann hat (2) genau r^ 
linear unabhängige Lösungen, sie bilden eine „Basis'' B^ der L^^^- 
Von einer B^^ ^ ausgehend wird man, um zu einer B^ zu gelangen, 
noch eine gewisse Anzahl 0^ linear unabhängiger 2^ hinzunehmen 
müssen, also ist: 

jene noch hinzuzufügenden linear unabhängigen 2^ ^ konstituieren eine 
„Basis« 33,,^. 

2. Hilfssatz. Durch die 0„ ^ Matrizen einer 9^ ^ läßt sich keine 
^a, Q» {q ^ q) lino&f; homogen und mit nicht durchaus verschwindenden 
konstanten Koeffizienten ausdrücken. 

Befände sich nämlich im Büschel der S9^ ^ eine L„ ^_. oder 
^a, Q—%f - ' -f ^o könnte man sie mittels der B^ ^ linear und homogen 
darstellen, sodaß zwischen den Matrizen der 99^^^ und der B^ i, die 
doch zusammen eine B^, bilden, eine lineare Abhängigkeit bestände. 
Aus demselben Grunde folgt: 

3. Hiljbsatz. Aus einer ^a,o entstehen durch linksseitige Multiplikation 
mit {A-a,E), {A-a,E)\..., (A - a,E)(f-^ je 6^^^ linear un- 
abhängige £^^ ^_i, 2^^ ^_„ . . ., iJ^ 1, und diese qO^^^ Matrizen — die 
^a,q eingeschlossen — sind auch zusammengenommen linear un- 
abhängig. 

Denn könnte man, wenn [x]^y {y};^, ... eine 85^ . ist, von Null 
verschiedene Konstanten a, 6, ... so bestimmen, daß für (»' ^ p ~ 1 
die Gleichung: 
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bestände^ so wäre (i{oc]^ + b[y}^ + * - > als L^^g^i darstellbar durch 
die Bg ^y und man hätte wiedemm zwischen den Individuen der 93^ 
und der f^, o>i; ^^ zusammen die B^ bilden, eine lineare Gleichung. 
Bat man aber 'irgend welche linear unabhäugigen S^,^; ebenso linear 
unabhängige &o,g~i ^-ß-w-; so sind auch diese ß^ ^, 2^ i, . . . . 
in ihrer Gesamtheit linear unabhängig; denn multipliziert man eine 
zwischen ihnen vorausgesetzte Gleichung mit {A — a^Byf^ so fielen 
die S^r, o-i; ^a, D-«» • • •? ^a,i hcraus; die 2„ können aber nicht 
bleiben, sonst erwiesen sie sich als 2a,Q-i} folglich haben sie von 
Anfang an in jener Gleichung gefehlt. Diese hat also nur zwischen 
den iig^ ^^, ^a,Q-i} - - -> ^a,i bestanden, und nun folgt aus demselben 
Grunde, daß die £<,, o-i f^^blen müssen u. s. w. 

2« Nach dieser Vorbereitung treffen wir folgende 
L Wahl der Basis B„ . : Die B„ „ setzen wir zusammen aus je einer 

und zwar nehmen wir: 

1. die Og Matrizen der 93^ ganz beliebig; 

2. dagegen bilden wir 6^ der 0^,^-1 Matrizen der 83^ «-i aus 
denen der 83^ durch Vorsetzen des Faktors (Ä — a^E)^ die 
^a, o-i""^a, o fehlenden &a,Q-i werden willkürlich hinzugefügt, 
(p = 1, 2, . . ., (>J, 

immer natürlich unter der Einschränkung, daß alle £^ bezw. &a, o-i 
linear unabhängig sein müssen. 

Bezeichnet man die Matrizen der 93^^ wie folgt: 

(4) 83^^^: {a^'^'^}*, ((7=1, «,....#; ^ = l,8,...,eaJ »==1.«. ••»•^,a) 

SO wird das Bildungsgesetz der B^^ wiedergegeben durch die Formeln: 

(^-a^iO{^'^'^)*={^»^"''''}*; {9 = ^^-.9a) 

die sich zusammenfassen lassen in: 

(A - a„JO{«"-f'»)* = (1 - *p,i){«"'«-''*)t 
oder ftlr die beabsichtigte Anwendung aufgelöst: 
(5) Ä[cxf^9*^],^ a,{x^*9.B]^+ (1 ^ (J^,i){rc-.?-i.«},. 

3. Wie in § 3, 4. die [sf*'']]t, so werden jetzt die n Matrizen 
{af^9*^]^y die ja nur ein besonders gewähltes System {a?*'»*}^ bilden, 
in eine gewisse Reihenfolge gebracht, zunächst nach wachsenden <t, 
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dann die zu demselben 6 und gehörigen nach abnehmenden (f^ sodaB 
[ocf*^''^'^]j^ auf {a^'^»*}* folgi Eine Tabelle mit drei Eingängen gebe 
etwa zu jedem Tripel 6, q, die Ordnungszahl [6, q, ö] von [af*^*^]^ 
in dieser Reihenfolge an. Dann ist: 

(6) [*,<»-l,Ö]-[*,(»,ö] + l, 

uAd für die Matrix X des § 3, 4. hat man den Ausdruck: 

(7) { a,Q,e a,p,« 

l (tf = l,8,...,#; p = l,»,...,f<y; « = 1,2,...,»^^^.) 

Nach der Bemerkung zu § 3, (15) ist aber 

und da allgemein die hie Spalte von CT/^j^ mit der Aten von C übereinstimmt, 
während alle übrigen Stellen von CT^ ^ mit Nullen besetzt sind^ so ist: 

(9) [Sff^-he^ ^^^^^ ö] -» X T[flr, p - 1, e], [a. ^, 0] = -XTfa, ^, 0] + 1, [a, ^, «]. 

Für i = [(J, p, ö] geht daher (5) über in: 

wozu wir noch die aus § 3, (15) entspringende Gleichung: 

stellen wollen. Wie in § 3^ 4. ist | X { wegen der linearen Unabhängig- 
keit der [x^^9*^] von Null verschieden, und so erhalten wir schließlich^ 
mit Rücksicht auf: 

den schönen 

iSaf^r //. Jede Matrix A kann so transformiert werden, daß sie außerhalb 
der Diagonale T^^ifT^ 2} -y T^« wwdderersfenda^wijjaraZfetewScÄrfl^- 
mÄe T, 1, Tj j, . .., jT, ^_i nwr verschmndende Elemente enfhäU: 

(13) X-^^X=^a^T[a,^,«], [ff,^,ö]+^(l — *^m) ^i+Kf,«],[a.e.o] 

(14) z^^^^'^'^t».?.«- 

Zf/^gleich ist: 

(15) X- ^ O^X =^ T[a, ^, 6], [a, ^, 6], 

<r = 1, 2, . . ., s; Q^l,2, .. ., 9^; 6 - 1, 2, . . ., 6^^^. 
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Die Formel (13) stellt die bekannte^) Normalform der Matrix Ä 
iar, aus der auf Qnmd von (15) mühelos ein za § 4, (5) analoger 
Ausdruck f&r A selber abgeleitet werden kann^ wobei sich dann zeigt, 
daß die Studyschen 0^ (§ 4, (12)) Summen yon Gliedern des Typus: 

sind. Doch wollen wir uns hierbei nicht aufhalten. Der Vollständig- 
keit wegen soll nur noch die Zahl: 

"" i'^^f 9a " '^^^ ^a-l) + (^^» ?a-l " '^^* 9a-*) "• h (^a, a — ta, l) + ta, i 

bestimmt werden. Aus (12) und (13) folgt: 

X- ^ (Äu^ - Eu^) X ^^(a^u^ - Ml) Tta. ^, e], [a, ^, ei 

Die Determinante hiervon ist: 

a 

andererseits ist nach § 1, (4), da F{AjE) = die charakteristische 
Gleichung von A bedeutet: 

M«, - £«, I = (- 1)- ^"(«1, «,) - JJK«, - u^fo, 
also: 

(16) *..,,-»•«• 

4. Man könnte die Sätze des § 3 über die Frobeniusschen 
Matrizen 9^ zu einer eleganten Herleitung aller mit A yertauschbaren 
Matrizen benutzen, welche die yon Ed. Wejr, 1. c, angegebene an 
Ein&chheit bedeutend übertrifft; femer zur Transformation zweier 
Matrizenpaare in einander, wobei man sich im wesentlichen an das Ton 
Ed. Weyr mitgeteilte Verfahren halten könnte. Doch dürfte die in 
§ 4 und § 5 entwickelte Theorie der Normalform yon A die Verwend- 
barkeit der Sätze des § 3 hinreichend dargetan haben. 

Straßburg i. E., den 12. Juli 1901. 

1) Vergl. etwa Schlesinger, Handbuch der Th. d. lin. Differentialgl., 
Bd. I, S. 127. 



ArehiT der Mathematik und Pfaytik. m. Reihe. Y. 16 



242 LuDwia S0HLB8IROSB; 



s 



Über geodätische Erümmimg. 

Von Ludwig Schlesinoer in Elausenburg. 

In den folgenden Zeilen erlaube ich mir einen Ausdmck für die 
geodätische Erümmong einer anf einer Fläche gelegenen Enrve miir 
zuteilen, dessen ich mich schon seit einer Reihe Ton Jahren in geo- 
metrischen Vorlesungen bediene und dem ich in der Literatur noch 
nirgends begegnet bin. Für die Herleitung ist es ganz gleichgültig, 
von welcher geometrischen Definition der geodätischen Elrümmung man 
ausgehen mag; ich stelle die beiden gebräuchlichsten dieser Definitionen 
an die Spitze. 

Will man die geodätischen Linien auf einer Fläche als diejenigen 
Kurven definieren, fär welche in jedem Punkte die geodätische Krümmung 
verschwindet, so erklärt man^) gewöhnlich die geodätische Krümmung 
einer Kurve C in einem Punkte P als die zu eben diesem Punkte 
gehörige Krümmung derjenigen ebenen Kurve C, welche als die ortho- 
gonale Projection von C auf die Tangentialebene der Fläche im Punkte P 
erscheint. — Bezeichnen wir also mit P', P" die dem Punkte P nach 
beiden Seiten hin unendlich benachbarten Punkte der Kurve C, mit a 
den Winkel, den die beiden aufeinander folgenden Tangenten (P^, P) =* ^ 
und (P, P") = ^ von C miteinander einschließen, mit cj' den Winkel, 
unter welchem sich die orthogonale Projektion t^ von ^ auf die 
Tangentialebene der Fläche im Punkte P zu ^ i^^ig^? iiiit ds das 
Linienelement (P', P) von C, so ist: 

(1) -r-T. 

die gewöhnliche Krümmung (Flexion), 

^ ^ Tg ^^ ds 

die geodätische Krümmung von C im Punkte P. 

Setzt man den Begriff der geodätischen Linie als bekannt voraus, 
so wird die geodätische Krümmung definiert') als der Quotient des 
Neigungswinkels zweier unendlich benachbarter geodätischer Tangenten, 

1) Vgl. z. B. Bianchi-Lukat, Differentialgeometrie. Leipzig 1899. 

2) Min ding, Grelles Journal, Bd. 6, S. 160; vgl. auch Liouville, Note II 
zu ^r eng es Applications de T Analyse ä. la G^om^trie, II. Edition 1860, S. 576. 
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in das Bogenelement der Kurve. Bedeutet also F die durch P\ P 
gelegte, F' die durch P, P" gelegte geodätische Linie, nennen wir 

ferner P" den auf P folgenden Punkt von F, so wird der Winkel ö, 
unter dem sich die beiden geodätischen Tangenten F, r*' in P schneiden, 

durch den Neigungswinkel der beiden Geraden (P, P") und (P, P") = ^ 

gemessen. Da aber die Ebene {P', P, P")y als Schmiegungsebene der 

geodätischen Linie F, auf der Tangentialebene (P, P'', P") senkrecht 

steht, stellt die Gerade (P, P") die orthogonale Projektion von (P', P) = <i 

auf die Tangentialebene dar, es ist also (P, P") = ^j, 5 = a>', und 
somit diese Definition der geodätischen Krümmung auf die vorher- 
gehende zurückgeführt. 

Li dem längs t[ rechtwinkligen Dreikant (^, t^ t^ haben wir nun: 



tgm » tg o • cos £, 

wenn £ den Neigungswinkel der Tangentialebene (t^, t^) zur Schmiegungs- 
ebene (i^, t^) der Kurve C bedeutet, oder, da o, c/ unendlich klein sind, 

a/ =^ (o ' cos£; 
wir finden folglich nach (1) und (2) die Liouvillesche Gleichung: 

(3) — = — cos £. 

^ ^ Tg r 

Bezeichnen X, (i, v die Richtungskosinus der Binormalen an die 
Kurve (7, femer X, Yy Z die Richtungskosinus der Flächennormalen 
im Punkte P, so ist: 

cos s =lXX + (lY + vZ, 

und indem wir für X^ (ly v ihre bekannten Ausdrücke^): 

einsetzen, wo Xy y, z die rechtwinkeligen Koordinaten von P, die Accente 
— wie auch stets im folgenden — die Derivierten nach der Bogen- 
länge s von C bedeuten, ergibt sich aus (3): 



(^) ^ 
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/' 



1) Ygl. z. B. Bianchi-Lukat, a. a. 0. S. 8. 
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Bedeuten py q die krammlinigen Koordinaten von P auf der 
FmchO; also: 



(5) 



ds* = Edp* + 2Fdpdq + Gdq*, 

f 

X > 



dx , , dx f 



^y „' _L ^y V 



und bedienen wir nnB der bekannten Ausdrücke für die zweiten par- 
tiellen Deriyierten der x, y, e nach den p^ q, wie sie z. B. bei Bianchi> 
Lukat^) angegeben sind, so ergibt sich: 



dp dq 



dp dq 



dp dq 



wo 



0) 






gesetzt wurde und Dy D\ D" die zweiten Gaußschen Fundamental- 
großen^, { r } die Christoffeischen Drei-Indices-Symbole zweiter Art") 

für die binäre Differentialform d^ bedeuten. Mit Bücksicht auf die 
Gleichungen (5), (6) erscheint die Determinante auf der rechten Seite 
der Gleichung (4) in der Form eines Produktes: 

dx dy dz 
dp dp dp 

dx dy dt 
dq dq dq 

X Y Z 






1 




P' i 
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a h 


c 





dessen zweiter Faktor bekanntlich den Wert yEG — JP* besitzt, und 
so finden wir endlich fdr die geodätische Krümmung den Ausdruck: 

[pY-py- P'f'}-P'Y(^i?)-(''|)w(2Cn-(?i)+(?|»-]. 

1) a. a. 0. S. 89, Gbi. (I). 

2) und zwar in der ursprünglichen Gaußschen Bezeichnung (Disquisitiones 
gen. circa superficies curvas, art. 10), Werke IV, S. 284. 

3) Christof fei, Grelles Journal, Bd. 70, S. 49; veigl. Bianchi-Lukat, 
a. a. 0. S. 48, 67. 
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oder in expliziter Form: 

Dieser Ausdrack, gleich Null gesetzt^ liefert die Differentialgleichung 
der geodätischen Linien direkt in der Form, wie sie sich aus den 
Gleichungen am Schlüsse des Art. 18 der Gaußschen ^^Disquisitiones'^ 
nach Elimination von 6 ergibt.^) 

Berichtigungen zu dem Aufsatze: 

,,Über die partiellen Differentialgleichungen, denen Her mite sehe Formen genügen/* 

Dieses Archiv, III. Reihe, Bd. I, S. 262 ff. 
S. 266 müssen die Gleichungen Zeile 12 und 17 von oben lauten: 

beadehangsweise : 

S. 266, Fußnote 4) lies „Eins oder Null'* statt „Null oder Eins'*. 

£lausenburg^ den 19. Dezember 1901. 



über die zweifachen Pnnkte von Flächen. 

Von Otto Biebmann in Brunn. 

Im Folgenden sollen die analytischen Kennzeichen für die yer- 
sehiedenartigen zweifachen Punkte von Flächen abgeleitet werden^ wann 
der Punkt ein biplanarer oder ein uniplanarer^ wann er ein Selbst- 
berühmngspunkt oder ein isolierter Punkt ist; oder wann er ein 
konischer Knotenpunkt oder das Ende eines Domes oder das gemeia- 
same Ende eines Doppeldomes ist, welche Begriffe ihre Definition 



1) Werke, IV, S. 243; vergl. Bianchi-Lukat a. a. 0. 8. 164, Ghi. (10), (10*), 
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finden werden. Und zwar geschieht das mit Hilfe der Bedingung, 
unter welcher eine der Variablen in der Gleichung der Fläche an einer 
singulären Stelle eine (zweideutige) analytische Funktion der beiden 
anderen ist, und der Bedingungen, unter denen eine Form zweiten 
Grades in zwei beziehungsweise drei Yeranderlichen definit oder in- 
definit oder keines von beiden ist. 

Diese Ableitung der analytischen Kriterien fOr die yerschieden- 
artigen zweifachen Punkte, mit welchen sich Bohn eingehend im 
22. Bde der Math. Ann. beschäftigte, dürfte einiges Interesse erwecken. 
Die Ausführlichkeit in dem ersten Teile der Untersuchung mochte 
damit hingenommen werden, dafi die Aufgabe einheitlich zu ent- 
wickeln ist. 

Ist g {x'j y\ jf) ^0 die Gleichung einer Fläche bezogen auf recht- 
winklige Eoordinatenebenen, ist femer x^, y^, a^ ein die Gleichung er- 
ftilleudes Wertesystem, und soll die Fläche in dem zugeordneten Punkte 
untersucht werden, so verschiebe man die Eoordinatenebenen so, daß 
der Koordinatenanfangspunkt nach fällt; dann wird die neue Gleichung 
unserer Fläche f{x, y, e)=^0 durch (0, 0, 0) erfüllt. 

Der Flächenpunkt heißt ein gewöhnlicher Punkt, wenn die 
Fläche ein und nur einmal in stetigem Verlaufe durch ihn hindurch- 
geht, und wenn sich die Stellung der Tangentenebene in ihm stetig 
ändert. 

Wenn die Funktion f(x, y, z) in der Umgebung von nach der 
Maclaurinschen Reihe entwickelbar ist, was wir voraussetzen, und die 
ersten Ableitungen von /* in 0: 

\di)r^^' \dy)r^^' (äi)o^^» 

nicht alle verschwinden, insbesondere aber /s + ist, was im gegenteiligen 
Falle immer durch eine Drehung des Koordinatensystemes um zu er- 
reichen ist, dann gibt es eine und nur eine analytische Funktion z von 
X und y, welche die Gleichung /* == befriedigt, und für rc — 0, y == 
verschwindet: 

X? - Cio^ + c^y + 2i(^o^* + "^(^x^y + c^y^) + . . • » 

- GU' + 0.y + ^(©/ + ^G-ai'» + CV) +; ■ ■ 

Die Koeffizienten dieser Reihe sind auf Grund der Forderung 
zu bestimmen, daß die Substitution der Reihe in die Gleichung 
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f{Xy y, jer) == eine idenÜBch verschwindende Reihe in x und y ergibt 
Es soll also 

A,+ 2/;.©.+ /«G^):+ /•.©,-»' 

/•. + %a+ ^»(S):+ f'Oi- " 

sein u. s. w., wo fi^^f^x den Wert der asweiten Ableitung von f nach 
der x*** und A**° der drei Variablen a:, y, z an der Stelle (0, 0, 0) bedeutet. 

Man entnimmt aus diesen Gleichungen die verlangten Koeffizienten 
und erhalt die geforderte analytische Funktion z. Doch weil die 
analytische Fimktion stetig und differenzierbar ist; hat mcm dann, wenn 
nickt aUe drei Größen f^, f^, f^ verschwinden, in einen gewohnlichen 
Punkt, 

Wenn aber die drei ersten Ableitungen von f alle an der Stelle 
(0, 0; 0) verschwinden^ so sind die ersten zwei der früheren fünf an- 
geschriebenen Gleichungen identisch erfüllt^ und aus den drei weiteren 
entfallen die letzten Glieder. 

Sind nicht alle Größen f^i — 0, was wir ein für allemal annehmen, 
um in stets einen zweifcichen Funkt zu behalten; so kann man auch 
voraussetzen, daß f^ 4* sei, denn wenn das nicht der Fall sein sollte, 
so kann man wieder durch eine linear -homogene Substitution dazu 

gelangen. Dann aber sind die drei reduzierten Gleichungen für u j 

(Ol 
^ j nur mit einander vertraglich, wenn dieFunktional-Determinante 

der ersten Ableitungen von f an der Stelle (0, 0, 0): 

Ml /12 /18 

■^ "^ hl f%% fn 
hl h% /83 

verschwindet. Wenn aber diese Bedingung erfüllt ist, so ergeben sich 
fär alle Ableitungen von z an der Stelle (a; = 0, y = 0) je zwei be- 
stimmte Werte. 

Die Koeffizienten der zwei Entwicklungen für z werden gewiß 
reell, wenn von den ünterdeterminanten erster Ordnung von F, die 
mit F^j, bezeichnet seien, 

F^^ < und 2^„ < 
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sind. Doch weil die Hauptunterdeterminanten von F daniiy wenn F 
verschwindet; das gleiche Vorzeichen haben^ so sagen wir^ sobald 

/m + 0, F-0 und J;,<0 (« = i.«. s) 

sindy geht die Fläche in zwei getrennten stetig verlaufenden Ztoeigen 
durch hindurch. Der Punkt ist ein biplanarer. 

Ein biplanarer Punkt bleibt auch erhalten , wenn die erste oder 
zweite Hauptunterdeterminante verschwindet, oder wenn die erste and 
dritte, oder die zweite und dritte Hauptunterdetenninante Null sind^ 
die nicht verschwindenden aber kleiner als Null sind. 

Ist 

J' = 0, Fji « 0, ako auch F^ « 0, F^ = 0, 
femer 

-f;,<o, f„<o, 

oder ist 

F=0, Fu<0, F„«0, also auch F^-^0, -F,8 - 

und femer 

SO ist nichts zu bemerken. Doch wenn 

F»0, F„ = 0, F„<0, F„-0 
ist, so hat man 

und wenn 

F-O, Fu<0, F„-0, F„-0 



ist, so hat man 



/ii - 0, /i3 - 0. 



Verschwinden Fy F^ und Fg„ so ist auch F^^ = 0, weil f^ als von 
Null verschieden vorausgesetzt war. Dann aber verschwinden alle unter- 
determinanten F^^, 

*(^, y, ^) = fiix" + 2f,,xy + f„y^ + 2f^,xz + 2f^yz + f^z' 

wird ein vollständiges Quadrat, und die Tangentenebenen der Flache 
in fallen zusammen. 

Diese Aussagen ergeben sich auf Grund der Beziehungen 

Denn ist z. B. 

F-O, F,j = 0, F„<0, F„-0, 
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80 folgt hier zimäcliBt, daB 

ist und weil ferner 

ist, 80 muß /*„ » Oy /*!, = sein. Setzte man nämlich jP,, = 0, so folgte 
ans dieser Annahme und der Gleichung F^^ » auch die Gleichung 

was der Voraussetzung widerspräche. 

Wir bescMftigen uns jetzt mit dem Falle 

/i, + 0, F-0, F„-0 (»-i.».i.) 

Nun wild 

wo fj^Xft, die dritten Ableitungen von f nach der x*^, A*^, ft*^ der drei 
Variablen x, y, ^8^ an der Stelle (0, 0, 0) bedeuten und B^ ein Aggregat 
Ton Gliedern ist^ deren Dimensionen größer sind als drei. 
Man setze 

/ia^ + ^tsy + Zia^-^i; 

ond eliminiere 0, so findet man 

^ + ^[An^ + 3^i,^«y + • • • + ^3,4^J + «4 - 0, 
wobei insbesondere 

-^11 ~ /in ~ 3/1I8 f^ + 3^83 \yF^/ ■" /m8 (^/ 

ist. Nimmt man hier zuerst A^^^ als Yon Null verschieden an und setzt 

wo über £ «^ ± 1 noch verfugt werden soll^ so geht nach Division 
durch 1^ die letzte Gleichung in die folgende über: 

^[^£* + ifAiil*] + «, + «4 + 0, 

wo Uy ein Ag^egat von Gliedern 1/^' Dimension in |^ % i bezeichnet. 

Durch die letzte Gleichung ist eine Fläche dargestellt, die in dem 

Punkte Oy darum weil der Koeffizient von g' von Null verschieden ist, 
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die F, f^j 2^11, F^ und F^^ entsprechenden (Größen biß auf die letzte 

verschwinden, diese aber gleich f)^^ ist und bei passend gewähltem 

€ kleiner als Null ausfällt, einen biplanaren Punkt besitzt. Es gibt 
zwei Entwickelungen f&r £: 



r-'|/-^i^l + ^(««,l» + 2a«Si? + «Mi?») + ---, 



g" ]/- ^^ I + i {h^V + 26„|i, + &0.1?») + • • •; 

aber weil bei positivem oder negativem b nur positiven, beziehungs- 
weise negativen x- Werten reelle £ zugehören, so gehen nur bei positiven, 
bez. negativen x-Werten allein, aber bei positiven und negativen y- 
Werten reelle f- Werte hervor, jenachdem 

ist, und die Fläche f{x, y, z) ^0 verläuft links bez. rechts von der 
Ebene a; = 0; aber einem Wertepaare rc, y gehören zwei j? -Werte zu. 
Die zwei Flächenzweige haben die gemeinsame Tangentenebene 

fii^ + f^y + Ue = 0, 

und sie treten bis an den Schnitt dieser mit der Ebene rr » an diese 
Ebene heran. Die Fläche erfährt somit in eine BückJcehr; denn die 
Flächenzweige verlaufen zu verschiedenen Seiten der Tangentenebene, 
weil die Werte {;' und g" von g und die entsprechenden Werte von j^^ 
in genügender Nachbarschaft der Stelle (6 == 0, ly == 0, £ = 0) von ver- 
schiedenem Zeichen sind. 

Ist aber A^^^ ^ 0, so setze man in der Gleichung 

dann erhält man nach Division durch a^ die Oleichnng 

wo wieder v^ ein Aggregat von Gliedern i/**' Dimension in x^ y,, jer, ist. 
Hier sind die F, F^, F„ und F^ entsprechenden Größen der 
Reihe nach 

Z Ui Am ^ . 1 >f« nnA — * ><» 
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Weil wir aber bisher den zweifachen Flächenpunkt nur zu be- 
urteilen verstehen, wenn F yerschwindet und mindestens eine der 
Hauptnnterdeterminanten F^^y F^ negativ ist, müssen wir voraussetzen 






Dann haben wir für die neue Fläche einen biplanaren Punkt, und die 
erste Fläche weist in einen Selbsfberiihrungspunkt auf; denn ist eine 
zweiwertige Funktion in der Umgebung von 0, sowohl fttr positive, als 
auch für negative x und y, und es besteht nur eine Tangenten- 
ebene. 

Zunächst sind nun die Fälle zu betrachten, wo fn'^^ ^^^ F ^ 
ist, und entweder 



oder 



oder 



oder 



oder 



Frt>0, F„>0, F,,>0 

Fu = 0, F„>0, F„>0 

■Fu-0, F„>0, F^-'O, (A,-0, A,-0) 

^n>0, F„ = 0, F„>0 

Fu>0, F„~0, F„~0 (/■„ - 0, /;, - 0). 



Das sind Fälle, die wieder zusammengehören, so daß nur der erste 
einer besonderen ErwSgung bedarf. 

Es werden nun an der Stelle (a; = 0, y « 0), wo js verschwindet, 

(^\fw-fn±iVK, 
und die Gleichungen der Tangentenebenen in heißen 

fttt - (- /ia ± »1^)S + (-/■» ± iVF^xH 

Der Schnitt dieser konjugierten Tangentenebenen ist reell. Die Schnitt- 
linie ist aber auch Tangente in 0; es gibt daher in der Nahe von 
reelle Punkte, obgleich man aufs erste meinen sollte, daß sich wegen 
der komplexen Werte für die Ableitungen von e an der Stelle nur 
ein isolierter Punkt ergibt. Wir kommen später wieder auf diesen 
Fall zurück. 
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Ein isolierter Punkt wird in gewiß dann eintreten^ wenn 0(x,y,z) 
eine positive oder eine negative definite Form ist; denn dann wird bei 
genügend kleinen Werten von x, y, » 

YT *(^' y^ ^) + -^ 

immer das Zeichen des ersten Summanden haben nnd nicht verschwinden. 
Indem wir aber bemerken^ daß 

ist, 80 können wir unmittelbar erschließen^ daß der zweifache Punkt 
ein isolierter ist, wenn 

/i,jP>0 und -Fu>0 

ist. Ware f^ = 0, aber eine der Ghrößen f^^, f^^ von Null verschieden, 
so daß es am einfachsten wäre, x oder y als Funktion der anderen 
Variablen darzustellen^ so würde man ebenso sagen, es gibt in einen 
isolierten Punkt, wenn entweder 

fnF>0, F„>0 
oder 

/iiF>o, j;3>o 

ist. 

Bleiben wir bei dem Falle ^13 + 0, so ist fernerhin noch zu 
untersuchen; wie die Fläche in dem zweifachen Punkte beschaffen 
ist; wenn entweder 

f„F>0, F„<0 

oder 

f„F<0, F,,^0 

ist. Denn der Fall, fs^F>0 und F^^^O kann wegen der Relation 

/i,JP= ■f'n^aj ~~ ^12 ^^^^* vorkommen. 

Im Falle /i3-F> 0, F^^ < oder in den Fällen f^F<0, F^^^O 
wird 0(x, y, z) gewiß eine indefinite Form. Es gibt also unendlich 
viele Wertesysteme, für die O verschwindet, andere, für die 9 positiv 
oder negativ ist, und darnach gibt es unendlich viele Stellen in der 
Umgebung von 0, wo 

f{^y y, «^) -- YT * (^, y; ^) + i^s == 

wird, d. h. in der Nahe des zweifachen Punktes gibt es noch unendlich 
viele andere Flächenpunkte. 
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Ist f^^F<iOf i^^i » 0^ so hat man in ^(Xy y, fs) auch eine indefinite 
Form, was zuerst festgestellt werden soll, damit dann alle die Fälle; wo 
indefinit ist; zugleich weiter behandelt werden können. 

Es ist jetzt 

#88 /88 '88 

/88 Ttt-'^il lU-'^it 

imd man sieht; daß diese Form einmal das Zeichen von F^f^, dann 
aber das von — F^fn, also Werte von entgegengesetzten Zeichen an- 
nimmt 

Ist /j,jP< 0; -Fii = und -F„ = 0, so wird 

'88 /88 



/88 '88 



und diese Form ist auch indefinit. 

Sollte auch F^^ = sein, so y erschwände F, weil /*» + ist; und 
diesen Fall haben wir hier ausgeschlossen. 

um die Fläche in der Nachbarschaft der Stelle zu untersuchen, 

wenn f^F 4* 0; legen wir durch stetige Mannigfaltigkeiten von oc* 

Punkten und sehen nach; ob diese so gewählt werden können; daß sie 

in genügender Nahe von nur diesen Punkt ndt der gegebenen Fläche 

gemein habeu; und andere solche Mannigfaltigkeiten; welche die Fläche 

in Kurven schneiden; die in einen Doppelpunkt besitzen. Indem 

wir die schneidende Fläche durch ihre Tangentenebene ersetzen; ist 

die erste Frage die, ob es reelle Werte für a und ß gibt; so daß die 

Ebene 

a + ax + ßy =* 

die Fläche 

■1 *(a;, y, «) + B» - 

derart schneidet; daß die Schnittkurve in einen isolierten Punkt be- 
sitzt Zu diesem Zwecke muß die Form zweiten Grades 

^(«, y) = f «/;. - «/•»)« +(fu- ßU^yf + rV (y^n -«^«)' + f"^ 

#88 '88-*^ 11 ■'^11 

eine definite seiu; also muß 
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gemacht werden können. Es ist nun aber 

n«, ß) = [/ii - 2aA, + t^f„-] [f„ - 2ßf„ + ß*f„] - 

- [fit - «fn - ßff + o^ßfn? - 
- a*F,^ + 2aß F,^ + ß*F„ + 2« j;, + 2/J i^« + F„ , 

und wenn wir a and ß als rechtwinklige Koordinaten eines Punktes 
in einer {u, /))-Ebene ansehen, so stellt die Gleichung 

eine Kurve zweiter Ordnung dar^ die im allgemeinen ein Oebiet Ton 
Punkten {cc,ß), wo 5''(a, /J) < ist, von einem solchen trennt, wo 
^(cc, ß)>0 ist, und dann wird die gegebene Flache in auch die 
beiderlei genannten Besonderheiten aufweisen; dann heiße der If lachen- 
pwnkt ein konischer Knotenpunkt, 

Die Determinante der Gleichung 9'(a, j3) — ist 

und die Unterdeterminante des letzten Gliedes ist 

Wenn nun V{a, j3) » eine imaginäre Ellipse darstellte, d. h. 

J? + 0, J?3,>0, F,^B>0 

wäre, aber auch die auf die rechtwinkligen Achsen a, /}, y bezogene 

Fläche , , 

y«!F(a,/J) 

unter der aß-Ehene läge, wäre niemals !P'(a, ß) > 0; es gäbe in O 
keinen konischen Knotenpunkt. Das kann aber nicht eintreten; denn 
damit die Fläche y = V(cc, ß) einen höchsten Punkt besitzt, muß 
-^11 '^ ^ ^^} ^^^ 3^^^ müßte auch J? < sein, was nicht zutrifEt^ 
weü B^F* ist. 

Wenn -F+O, kann die Gleichung V(a,ß)^0 auch nicht ein 
Paar imaginärer Geraden mit einem reellen Schnittpunkte, sie kann 
nicht ein imaginäres Parallelenpaar oder eine Doppelgerade darstellen^ 
in welchen Fallen ^(a, ß) Ton negativem Zeichen bleiben könnte. 
Die Kurve W{ay /J) = trennt also stets Gebiete von Punkten (c^ ß), 
wie sie früher genannt waren, und wir haben im Punkte immer einen 
konischen Knotenpunkt, sobald 

f^F>0, F,,<0 

oder 

f,,F<0, F,,^0 
ist. 
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Im Falle 

ist auch 

aber 

B ^ — F^ 

und darum kann anch hier die Gleichung ^{cc, ß) ==> nicht am Ende 
eine Kurve darstellen^ welche nicht ein Gebiet von Punkten; wo 
V(€Cy ß) <0 ist, von solchen trennt, wo ^(a, ^) > ist. Wir haben 
daher auch in diesem Falle in einen konischen Knotenpunkt. 

Jedesmal kann man durch oo^ Ebenen legen, welche die ge- 
gebene Fläche in Kurven schneiden, die in eine höhere Singularität 
aufweisen als einen einfachen Doppelpunkt; denn es gibt oo^ Werte- 
paare, welche die Gleichung !?(«, j3) » befriedigen; und nach deren 
Natur können die konischen SLUotenpunkte unterschieden werden. 

Und nun könnten wir in der Beschreibung der Flächenpunkte 
weitergehen, die bei Betrachtung des uniplanaren Punktes auftreten, 
könnten also 

voraussetzen. 

Darauf aber sind die einzigen noch zu behandelnden Falle die, wo 

/"m + O, -F-0, J\ioderF„^0 

ist, oder beide der genannten Hauptunterdeterminanten positiv sind, 
aber nicht beide verschwinden. 
Ist 

Ftt > 0, 
so wird 

und diese Form ist weder definit noch indefinit; sie bewahrt das Zeichen 
von /*33, und es gibt in der Nahe von noch unendlich viele weitere 
Flächenpunkte. 

Um über die Beschaffenheit der Fläche an der Stelle etwas 
auBSi^n zu können, legen wir wieder durch Ebenen + ax + ßy^O, 
und sehen nach, ob man a und ß so wählen könne, daß 

x(«, y) - f [(/i. - «/»)« + (fn - ßf«>)y]* + 7 V (^"^ - -^i»*)* 

/st /ss-^ii 
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eine definite Form wird; denn dann gibt es Ebenen durch 0, welche 
die Flache in 0, aber in der Nähe von nicht treffen. Damit X{Xy y) 
definit werde^ mnß^ wie man mit Rücksicht anf die Beziehung 

/xi-P'u + /it-Fi, + /•„J'« - 
direkt findet, wieder die frühere Beziehung erfüllt sein 

«•(a, ß) > 0. 

Die Gleichung ^{a, jS) =» hat aber jetzt die Determinante B ^ 0, 
und es ist B^^^ '^ ^> ^®^^ -^u "^ ^u-^ "^ ^ ^^^' Darum aber gilt 



Via, ß)^^ [F,,a + F,,ß + F,,]', 



und weil F^^ > ist, gibt es wirklich Ebenen durch der verlangten 
Art, aber keine Ebenen, welche die gegebene Fläche in Kurven 
schneiden, die in einen Doppelpunkt haben, wohl aber <x>^ Ebenen, 
welche die Fläche im allgemeinen in einer Kurve mit einem Rückkehr- 
punkt in schneiden. 
Wir sagen jetzt, wo 

ist, wir hätten in das Ende eines Domes oder das gemeinsame Ende 

eines Doppeldomes, je nachdem die reellen Schnittkurven von einer 

Seite oder von zwei entgegengesetzten Seiten an herantreten; wie 

dies zum Beispiel der Fall ist, wenn die Schnittkurven in einen 

Selbstberührungspunkt haben. (Die analytische Unterscheidung der 

hier genannten Fälle erfordert nur die Anwendung bekannter Kriterien 

für die Singularitäten ebener Kurven.) 

Im FaUe 

F=0, J'u^O, F„>0 

ist, wird auch F^^ = und JP^ = 0, und es ist 

9(x, y,z)'-j- [/i,a; + f„y + f^e^ + ^ a:' 

fSS /88 

eiue weder definite, noch indefinite Form. Man setze wieder 
jer = — «a; — ßy, bilde 

X(^, y) = ifn - 2a/i, + a^f^)x^ + 

+ ^ (As - «/is) ifn - ßf^d^y + (f - m^ + ß'f^y' 

und beachte, daB wegen F^^ » 0, beziehungsweise J^^, « 

/S8 'SS 
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ist, und lueranf 

?r(a, ß) - ß*F„ + 2ßF„ + F„ 

wird. Wenn V(cc, ß) für ein Gebiet von Werten a, ß größer als NnU, 
aber nie kleiner als Null wird, so haben wir in wieder ein Dornende 
oder d€tö gemeinsame Ende eines Doppeldomes, 

Das ist aber der I^all; denn wegen der Beziehung F^^F^^ — F^^^O 
und wegen F^^ > wird 

«'(«,/»)=^(J'«/»+^M)^^o. 



Ist 



so wird 



F = 0, i^„-0, F„>0, F„ = 0, 



3r(a, ß) - F„ß' ^ 0, 

und wir haben abermals ein Domende oder das gemeinsame Ende eines 
Doppddomes. 

So sind die verschiedenartigen Fälle der zweifachen Flächenpunkte 
behandelt 

Ist ein Ä^facher Punkt, so wird man die Natur der Fläche in 
ebenso erledigen mit Hilfe der Bedingungen, unter denen z als 
Funktion von x und y im singulären Punkte eine analytische Funktion 
ist, und mit Hilfe der üjriterien, unter denen eine Form k*^ Orades in 
zwei beziehungsweise drei Variablen definit oder indefinit ist, und wann 
sie weder das eine noch das andere ist. 

Brunn, den 23. Januar 1902. 



Zur GrnppentheoTie. 

Von Alfred Loewy in Freiburg i. B. 

Unsere Kenntnisse über Gruppen linearer homogener Substitutionen, 
von denen außer dem Gruppencharakter nichts Näheres bekannt ist, 
sind sehr geringe; daher wird, wie ich hoffen darf, die Vorlegung eines 
allgemeinen Fundamentalsatzes über Ghruppen linearer homogener Sub- 
stitutionen vielleicht nicht unwillkommen sein. In Bezug auf die 
nähere Ausführung sei auf eine in den Transactions of the American 
Mathematical Society erscheinende Arbeit verwiesen.^) 

Eine Gruppe linearer homogener Substitutionen in n Variablen 
heißt reduzibel, wenn man m<Cn lineare homogene Funktionen der 

1) Dieselbe ist inzwischen in Bd. 4 der Transactions erschienen. 

ArphiT der Mfttbem«tik and Physik IILBeilie. V. 17 
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Variablen mit konstanten Koeffizienten finden kann^ welche durch 
jede Substitution der vorgelegten Ghrnppe nur unter mch transformiert 
werden. Z. B. ist eine jede Permutationsgruppe^ als Gruppe linearer 
homogener Substitutionen betrachtet, stets reduzibel; denn bei ihr wird 
die Summe der Variablen in sich transformiert. Eine jede reduzible 
Grruppe 6r linearer homogener Substitutionen ^t sich durch Einführung 
linearer homogener Funktionen der Variablen in eine ähnliche Gruppe 
G transformieren y die symbolisch in der Form: 

Qu ...0 

Oji 0^2 ... 

(a) Qji Oj, Om ...0 

^k-n ^i-18 ^i-18 ^i-u • • • ^i-li-l ^ 

^xi ^n ^xi ^X4, • • • ^xx-i ^xx 

geschrieben werden kann; dabei bedeutet a^^ (k ^ i) eine Gesamtheit 
von Matrices mit f^ Zeilen und f ^ Kolonnen, a^ (i » 1, 2, . . ., X) bedeutet 
eine Gesamtheit Ton MatriceS; die eine irredwsibley mit G isomorphe 
Gruppe darstellen. Es ist natürlich fi + f» + • • • + f^ = w, wenn G 
eine Gruppe in n Variablen ist. Hat man eine reduzible Gruppe G 
in eine ähnliche Gruppe G transformiert, daB diese die Form (a) hat 
und, worauf besonders Gewicht zu legen ist, alle in der Diagonale 
stehenden Matrices a^^ (i =1, 2, . . ., k) irreduzible Gruppen sind, so 
sagen wir: G ist unter Hervorhebung der irredueiblen Bestandteile oder 
Teilgruppen in eine ähnliche Gruppe iransformiert worden. Die in der 
Diagonale stehenden irreduziblen Gruppen a^,. (i = 1, 2, . . ., A) nennen 
wir die irredtusiblen Bestandteile oder Teiigruppen von G. 
Es gilt nun folgender Satz: 

Wie OMch immer eine Gruppe G linearer homogener Substitutionen 
unter Hervorhebu/ng ihrer irreduziblen Bestandteile in eine ähnliche Gruppe 
transformiert wird, so kann man die irreduziblen Bestandteile, die sich 
irgend einmal ergeben, den irreduziblen Bestandteilen, die irgend ein anderes 
Med auftreten, so eineindeutig zuordnen, daß zwei zugeordnete irreduzible 
Teilgruppen gleich viele Variablen haben und ähnliche Gruppen sind. 

Dieser Satz ist recht anwendungsfahig; er läßt sich z. B. mit Vorteil 
für die Theorie der Beduzibilität der linearen homogenen Differential- 
gleichungen verwerten; denn die Reduzibilität der linearen homogenen 
Differentialgleichungen ist ein rein gruppentheoretisches Problem. (Vgl. 
meine Arbeit über die irreduziblen Faktoren eines linearen homogenen 
Differentialausdruckes. Berichte der math.-phjs. Klasse der K. sächs. 
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Gesellsch. der Wiss. 13. Jan. 1902.) Wendet man den obigen Satz 
auf jene Gattnng von Gruppen linearer homogener Substitationen an, 
die so beschaffen sind, daß die charakteristischen Gleichungen, welche 
zu [amtlichen Substitutionen der Gruppe gehören, nur eine endliche 
Anzahl von unter einander verschiedenen Wurzeln besitzen, und welche 
ich, da sie die Gruppen einer endlichen Anzahl linearer homogener 
Substitutionen als Spezialfall enthalten, als Gruppen vom Typus einer 
endlichen Gruppe bezeichnet habe (Math. Annalen, Bd. 53 S. 225), so 
erhalt man folgendes Resultat: 

Wie man cMch immer eine Gruppe G linearer homogener Sub- 
stitutionen vom Typus einer endlichen Gruppe unter Hervorhebung ihrer 
irreduzMen Besta/ndteüe in eine ähnliche Gruppe transformiert^ so werden 
auf diese Art, wenn man ähnliche Gruppen nickt als verschieden ansieht 
(und voraussetzt, daß die vorgelegte Gruppe, fedls sie nicht endlich ist, 
wenigstens eine Substitution besitzt, deren charakteristische Gleichung 
lauter unter einander verschiedene Wurzeln hat), X irredumble endliche 
Teilgruppen 0^, a^^y . . ., a^x? ^^ jedoch nicht aüe verschieden au sein 
brauchen, eindeutig bestimmt Notwendig und hinreidiend, damit G im 
besonderen eine endliche Gruppe ist, erweist sich die Ähnlichkeit von G 
mit der zerlegbaren Gruppe: 

OiiO 0...0 

a„0 0...0 

a88 0...0 

0...o^.i;i_iO 
0...0 dxx' 

Die oben eingeführte Voraussetzung, daß die vorgelegte Gb-uppe vom 
Typus einer endlichen Gruppe, wenn sie nicht endUch ist, wenigstens 
eine Substitution besitzen soll, deren charakteristische Gleichung lauter 
unter einander verschiedene Wurzeln haben soll, ist vermutlich über- 
flüssig. Leider ist es mir bisher jedoch nicht gelungen, meine früher 
über die Gruppen vom Typus einer endlichen Ghnppe angestellten 
Untersuchungen, auf die ich mich für den Beweis des letzten Satzes 
stützte, von dieser Voraussetzung zu befreien. Die Beseitigung jener 
Voraussetzung wäre auch deswegen erwünscht, weil dann eine andere, 
fOr die Theorie der Gruppen linearer homogener Substitutionen, von 
denen nichts weiter als der Ghnppencharakter bekannt ist, fundamentale 
Frage entschieden wäre, nämlich ob eine jede unendliche Gruppe linearer 
homogener Substitutionen eine Substitution unendlich hoher Ordnung 

besitzen muß. Ich darf mir erlauben, bei dieser Gelegenheit dai*auf 

17* 
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hinzuweisen, daß ich diesen Satz nnter der Voraossetzung, die Gruppe 
besitze wenigstens eine Substitution, deren charakteristische Gleichung 
lauter unter einander verschiedene Wurzeln hat, früher bejahend ent- 
schieden habe. 

Man kann auch den Begriff der Irreduzibilitat einer Gruppe linearer 
homogener Substitutionen bezüglich eines Zahlkörpers oder Rationali- 
tatsbereiches Sl definieren. Ist £t ein Zahlkörper oder Rationalitäts- 
bereich, d. h. ein System von unendlich vielen Zahlen, das von der 
Vollständigkeit ist, daß die Addition, Subtraktion, Multiplikation und 
Division (mit Ausnahme der Division durch Null) irgend welcher 
Zahlen des Systemes nur zu Zahlen desselben Systemes führt, und G 
eine Gruppe linearer homogener Substitutionen in n Variablen, deren 
Substitutionskoeffizienten ausnahmslos dem Körper Sl angehören, so 
sagen wir: G ist bezüglich des Körpers Sl reduzibel, wenn man m < n 
lineare homogene Funktionen der Variablen mit konstanten Koeffi- 
zienten finden kann, welche durch eine jede Substitution der Gruppe 
nur unter sich transformiert werden und dabei nur Transformationen 
mit Koeffizienten aus Sl erleiden. 

Der zuerst mitgeteilte Satz läßt sich auch auf die Gh-uppen linearer 
homogener Substitutionen mit Koeffizienten aus Sl derartig ausdehnen, 
daß man statt der Irreduzibilitat schlechtweg diejenige bezüglich Sl an- 
wendet. Man kann femer beweisen: Eine jede Gruppe einer endlichen 
Anzahl linearer homogener Substiiutionen mit Koeffizienten aus einem 
Zahlkörper Sl ist einer Gruppe ähnlich^ die in bezüglich Sl irreduzible 
endliche Gruppen zerlegbar ist 

Für die Theorie der endlichen Gruppen linearer homogener Sub- 
stitutionen mit Koeffizienten aus einem Körper Sl kann man sich daher, 
wenn man ähnliche Gruppen nicht als verschieden ansieht, auf die 
Aufsuchung der bezüglich Sl irreduziblen endlichen Gruppen be- 
schränken. Dieses Resultat ist vielleicht auch deswegen wertvoU, weil 
höchst wahrscheinlich durch die Gruppen einer endlichen Anzahl line- 
arer homogener Substitutionen mit Koeffizienten aus den speziellen 
Zahlkörpem, die aus dem absoluten Rationalitätsbereiche durch Ad- 
junktion von Einheitswurzeln hervorgehen, sämtliche endUche Gruppen 
erschöpft werden, wenn man ähnliche Gruppen als nicht verschieden 
ansieht (Maschke: Über den arithmetischen Charakter der Koeffizienten 
der Substitutionen endlicher linearer Substitutionsgruppen, Math. Annalen, 
Bd. 50, S. 492). 

Freiburg, August 1902. 
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Analytisclie Sphärik in homogenen Koordinaten. 

Von Fb. Daniels in Freiburg (Schweiz). 

Erster Teil. 

Es werden in nachstehender Untersuchung die folgenden Sätze der 
Vektorenrechnung benutzt: 

1, Die Summe der Vektoren A, B, C, , . . (geometrische Summe) 
ist denselben Rechengesetzen unterworfen wie die algebraische. Ist Ä 
der Tensor von A, und sind Ä^^ Ä^, Ä^ die Längen seiner Komponenten 
nach drei rechtwinkligen Achsen^ so ist A'^ A^i + A^ + A^Jc^ wenn 
l, jy k Einheitsvektoren in den drei Achsen sind. Von diesen sei 
vorausgesetzt, daß sie ein Rechtssystem bilden: i nach yoni; j nach 
rechtS; Tc nach oben. 

2, Die shüare Größe: 

(1) A,B^ + A^B, + A^B^^ABi^o^{AB) ^ 

wird AB geschrieben und skalares Produkt genannt. Aus dieser 
Definition geht herror: 

AB = BA, A{B + C+"')^ AB + AC + -- -] 

(2) A^ = AA^Al + Al + Äl^ A* 
und 

(3) AB - 0, 
falls ^ J_ jB ist. 

3, Der neue Vektor: 

(4) (A^B, - ^3^,) i + (A,B, - A,B,)j + (A,B, -A,B,)k 

wird YaB geschrieben imd Vektorprodukt genannt. Er ist nach 
§ 2, (3) senkrecht zu A und zu B und hat nach § 2, (2) den Tensor 

ABBm{AB\ Es bilden A^ B und YaB ein Rechtssystem: nimmt 
man für die beiden ersten Vektoren i und j, so findet sich der dritte 

gleich fe. Aus der Definition (4) geht hervor: YbA = — YAB'^ 

YaB + YaC+ ^V^(B + C+.-0;V^^ = O; Yij^k]Yjk^t] 

Yki^j. 
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4. Das Bkalare Produkt cYAB der Vektoren C und YAB ist 
nach § 2, (1) Q (^-Bj - ^^) + C, (A,B, - Ä^B,) + C, (Ä^B^ -A^B^) 
oder \CiA^B^\: folglich wird: 

(5) aYbc = bYca = cVab 

Bein. Es verschwindet dieses Produkt, sobald die drei Vektoren 
koplanar sind. 

Für das. Vektorprodukt YcVaB der Vektoren C und YaB 
findet sich nach § 3, (4): 

[C, (AB, - ^B,) " Q (A A - Am i + [-]i + [-] * ^ 

{{B,C,+ B,C,+ B,C,)A,-{C,A,+ C,A^+C,A,)B{\i + i-y + {^^^ 
folglich ist: 

(6) YcVab ^a.bc-b.ca. 

Bildet man von den hier vorkommenden Vektoren das skalare Produkt 

mit D, so bekommt man dYcVaB «= AD . BC - BD . CA, oder 
mit Gebrauchmachung von § 4; (5): 

(7) YabVdC^AD . BC-AC.BD. 

6. Sind r^, tg, r, drei von ausgehende, nicht koplanare Einheits- 
vektoren, so ist av^ + hx^ + cx^ die von ausgehende Hauptdiagonale 
im Parallelepipedum, dessen in zusammenstoßende Kanten av^ bt^ ct^ 
sind. Es ist klar, daß umgekehrt jeder beliebige Vektor auf diese 
Form gebracht werden kann. 

6, Das sphärische Dreieck. — Jeder vom Zentrum ausgehende 
Vektor r bestimmt auf der Eugelfläche (Radius = 1) einen Punkt R* 
wir nennen r den Vektor des Punktes R Jedes positive Viel&che 
dieses Einheitsvektors X bestimmt denselben Punkt. Ein großer Kreis 
oder eine sphärische Gerade (/.) wird bestimmt durch den von aus- 
gehenden zu seiner Ebene senkrechten Vektor ((); wir nennen (t) den 
Vektor der sphärischen Geraden. Jedes positive oder negative Viel- 
fache dieses Einheitsvektors (I) bestimmt dieselbe Gerade. 

7. Das sphärische Dreieck x^x^x^ habe (Fig. 1) die äußeren Winkel 
A^A^A^ oder ^3, A^^, A^^, die Seiten a^, o^, a, oder Oj», 0,1, Oj, und 
die Höhen %^, ^, h^. Nimmt man beim .Durchlaufen der Seiten im 
angegebenen Sinn die Vektoren dieser sphärischen Geraden links, so 
entsteht das Polardreieck, dessen Spitzen, äußere Winkel und Seiten 
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^^^^' h.y U}^} ^> ^8i; ^1% ^^^ -^Z) ^917 ^1 ^^^' ^^^ Eigenschaften 
des skalaren Produktes (§ 2) liefern nun die Beziehungen: 



(8^ 



r^r^ =- cos a^jt, 


Ijlj = COS^^j, 


r? =» coBa„ = 1, 


I? « COS -4^^ — 1, 


[ I..r^-~sinA^, 


I,r, = 0, 



und ebenso ergeben die Eigenschaften des Vektorproduktes (§ 3): 

(9) sinoili ==Vr,r3, sino,!, =«Vt5ri, sinaj, «Vrjt,, 

(10) sin^iTi-Vlat,? sin^^ta« Vljli, sin^jtj^ VliI,. 




Fig. 1. 

8. Aus (9) und (10) findet man durch Bildung skalarer Produkte 
und Anwendung d^r Gleichungen (8) und (7): 

sino^sinOglil, «Vtjts. Vtjti, sin-^^sin^tir, "^YiflzU^, 

sinoisinajlil, =hh • ^s^i "~ h^i • ^h sin-4isin^,rir2 ^Vs-Vi— Ijti.IJ, 
sina^sina^cos^ig^cosa^cosOj— cosa^, sin^isin-^^cosaj^cos-^icos-^^— cos-43, 

also die Grundgleichungen der sphärischen Trigonometrie. Durch 
skalare Multiplikation mit lifX^f t, resp. 1^1^,1^ ergeben die Gleichungen (9) 
und (10): 

sinaiIiri=sinaisinAi=riVt2r5, sin^iriIi=Bin-4isinÄi=IiVVa, 

(11) sina2ljr2=sina2sinÄj=r,Vtjri, sin^r2l2=sin-42sinÄj=l8Vl5li, 

sinajIjrj—sinajsinÄj^tjVtirj, 8in^r,l3=sin^sinÄ,=I,VliIj|, 
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woraus nach § 4, (5) hervorgeht, daß: 

(12) Bina^sin/ij, 8inÄ^8inh^ und sin A^i sin a^ 
unabhängig sind von i. 

9. Homogene sphärische Koordinaten, 

Der Vektor r eines Kugel- Der Vektor (l) einer Kugel- 

punktes kann (§ 5) auf die Form: geraden kann auf die Form: 

(13) 6X^fij^x^x^ + ii^a^x^ + (jL^x^x^ (13) xl -^ ViU^l^ + v^u^i^ + v^u^l^ 

gebracht werden, wenn /i^ beliebige gebracht werden, wenn v^ beliebige 

gegebene Konstanten, 6 ein Pro- gegebene Konstanten, x ein Pro- 

portionalitatsfaktor, X^x^x^ das Fun- portionalitatsfaktor, lil^l, dasPclar- 

damenUüdreieck und x^, a^y x^ die dreieck und u^yU^,u^ die Koordinaten 

Koordinaten des Punktes sind. der Geraden sind. 

Werden die Gleichungen (13) skalar multipliziert mit I^ und r^, so 

bekommt man, weil ^ senkrecht ist zu !* , / : 

' r, I, und I, 

tf . rli = jit^rci . tili Ä . Ir^ = v^u^ . l^x^ 

oder (Fig. 1): 

<rsin|j » /tj^Xj sin Aj, ar sind^ ^ v^u^ sinA^, 

allgemein : 

a sin {,. n sin df 

(14) Xi = — ^—TT und tt. == — r-^r- • 

Die Punkt- und Linienkoordinaten sind also proportional den 

sin £ . sin S. 

Größen — ^-j- und — ;— r-, tc?e»n |^ die sphärische Entfernung des 

Punktes von der Seite a^ und d^ diejenige der Geraden von dem Eck- 
punkte A^ des Fundamentaldreiecks ist. 

10. Der Punkt x(XiX^x^) liegt Die Gerade ( (u^u^u^) geht 

nur dann in der Geraden I (u^u^ti^), nur dann durch den Punkt r(a:^a?2X3), 
wenn das skalare Produkt wenn das skalare Produkt 

= ^^ (l^v^x^u^ sin h^ 

Null ist. Es wird also die Glei- Null ist. Es wird folglich die 
chung der Geraden u, in Punkt- Gleichung des Punktes 2;, in Linien- 
koordinaten koordinaten 

(16) ^jV^i^i^i^i sin Ä^ = , (15) ^/^ift^iW^ siu ä, =- 0, 
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oder wenn (i^ nnd v^ so gewählt werden, daß [i^v^sinhi konstant ist 
[was der Fall sein wird (§ 8), wenn wir ft, = l, Vi=sin^,. nehmen]: 

11. Umgekehrt ist i^x^ + b^x^+ b^x^ =^ eine Eugelgerade, deren 
Koordinaten den h^ proportional, nnd dessen Vektor 7rl= sin^^.&ili 
+ smA^ . b^t^ + siii-^s • hU ^^* Ebenso ist ß^u^ + ß^u^ + ß^tj^ => die 
Gleichung des Punktes ^^t » jS^r^ + /^stt + ßzh- ^^^ Faktoren x und 6 
fimdet man durch Quadrierung: 

x^ ^ ^sin Ä^ sin Ä^ .b^b^. cos A^l^ («, * = i, «, ») tf * = ^/ ft ft cos a,.j. 

12. Die Geraden C, T, T', deren Vektoren sind (Y), (f), (V + Af), 
gehen durch einen Punkt; denn ist r^ der Schnittpunkt der beiden 
ersten, also Tto = 0, V\^0, so wird (!'+ Ar^ro^" 0, folgUch der 
Punkt auch der dritten angehören. Außerdem werden, weil zu T, T, l'+X I" 
der Vektor to senkrecht ist, die Produkte Vf {V + kl") und Vr {V + AI") 
die Richtung mit t^ gemein haben; sind 1, 1, r, die Tensoren der 
drei genannten Vektoren, so sind t sin (/.'/.") nnd r sin (/."/.'") die- 
jenigen der Produkte, und es ist: 

Vr(r+An=rsin(z.'r') . to^AVrr; Vr(r+ xn = rsin(rr').ro^ — Vrr, 

folgüch das Teüverhaltnis {L'Cl'") = ^m(LT):sm{C'D^-L Ebenso 
ist für die Punkte r', r", r' + Ar" das Teüverhaltnis (R'R'R'") 
= sin (B'U'") : sin (iJ"U'") = - A. Bestehen drei Koeffizienten k^ derart, 
daß 1c^rf+ i,r"+ fcjr'"« oder ^^1'+ ^81"+ k^r^O ist, so liegen die 
drei Punkte in einer Geraden, resp. gehen die drei Geraden durch 
einen Punkt. 

13. Offenbar ist A : fi das Doppelverhältnis der Geraden (V), (I"), 
(!'+ AI"), (r + f*n. Bowie das der Punkte r', r", r'+ Ar", r'+ ftr" 

Werden die Seiten eines spha- Werden die Ecken eines sphä- 
rischen fi-£cks r^r, . . . r„ von einer rischen w-Seits (Ii)(l2) . . . (IJ mit 
Geraden (I) geschnitten in den einem Punkte r verbunden durch 
Punkten r^ — A'r^, r, — A"ra, . . ., die Geraden (Ii— A't,), (Ij— A"I,), . . ., 
r^— A^*^ri, so haben wir: Gn""^^"^^); ^^ haben wir: 
I(r,-A%)=0. I(r,-A"r3) = 0,... r(I,-A'g=0, r(I,-A"I,)-0,... 
oder oder: 

folglich: folglich: 

ATT". . . A(»)« 1 (Satz von Carnot). A'A"A'" . . . A(«)- 1 (Satz* von Ce va). 
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Für n » 3 sind beide Sätase umkehrbar. 

Werden die Strahlen (V), (f), (f + AI"), {V + fit') von einer Trans- 
versalen geschnitten in r', x", r' + X^i", r' + ^ot", so ist lY = 0, T'r" = 0, 
(r+ AI") (r'+ AoO« 0, (r + i^n (r'+ fioO« 0, also auch Arr'+ W'^O 

und /itfr' + /*o^'^" ^ ^ ^^^^ - = -^ (Satz von Pappus). 

r r'ü 

14. Der Punkt ftiaiTi+f^a^it, Die Gerade (y^Uiii + t^iU^I^ 
+ /^8^8^8 ^^^f^ ^ ^^^ Yerbindungs- + ^s^U S^^^ durch den Schnitt- 
geraden von ti und f*2aJ|t8+ /üj^c^tj, punkt von (I^) und (vjti,I,4- ^sWjIj), 
ebenso in der von t, und (iiX^T^ ebenso durch den von (I^) und 

+ (l^X^X^ U. 8. W. (^l^ili + VjWjIs) II- 8. w. 

Für den Punkt lith+(hh~^lh^t ^® ^ ^® Gerade (vili+ ^»1«+ Vg^) 
sind die allgemeinen Koordinaten alle Eins: Einheitspunkt und Einheits- 
gerade. Es ist die Einheitsgerade die Harmonikale des Einheitspunktes^ 
wenn ft^i/^sin^i konstant ist^ wie die folgende Überlegung zeigt. 

Die Ecktransversalen durch den Punkt l^iXili + (i^x^l^ + fi^x'^v^ 
bestimmen in den Seiten die Punkte f^st| + f^^stg, f^s^s^a^ fh^i^i^ 
f^i^i^i+fV^jt,, deren harmonisch konjugierte fijrc^t^—fijOJjrj, f4^8^8—f4^A> 
/*i^i^i~/*2^2^« in einer Geraden — Harmonikale von xi — liegen, 
weil (§ 12) ihre Summe Null ist. Der Gleichung dieser Geraden 

^y^i^i^i^i sin fe| == genügen (0, x^, — ^s) und (— ajj, 0, x^] die 

Elimination von fi.i/.u.sinAj ergibt also -7 + ^ + ^ = für die Har- 

x^ x^ x^ 

monikale von x'i und in analoger Weise -V + -r + ^ = für den Pol 

**1 *fl **8 

von u'i, was auch (i^ und i/^ sein mögen. 

Die Gleichung der Einheitsgeraden ^liijVi Bin h^ , x^^ wird 

x^ + x^ + x^^O, d. i. die Harmonikale des Einheitspunktes ^ wenn 
fiji/|Sin%j konstant ist. 

15. Werden durch den Schnitt- Wird die Verbindungsgerade 
punkt der Seiten x^=0, a:j=0 der Punkte. fij = 0, w, = zum 
Geraden gezogen^ welche die Punkte Schnitt gebracht mit den Geraden 
(x[, rCj, a;,) und (1, 1, 1) enthalten^ (u^, m^, Wj) und (1, 1, 1), so ist das 
so ist das Doppelverhältnis dieser Doppelverhältnis dieser vier Punkte 

vier Strahlen-?; denn sie bestimmen ~; denn ihre Yerbindungsgeraden 



^2 **2 



in der Seite x^^O die Punkte r,, mit dem Eckpunkte u^ » sind 

deren Doppelverhältnis?? nach dem ^^ ^'^^ J^**>^^ ^«^^ ^«"^ Satze 

^s von Pappus dasselbe Doppel- 
Satze von Pappus dem der Strahlen . u' . 

crleich ist Verhältnis -4 wie die vier Punkte. 
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16. Merkwürdige Punkte im sphärischere Dreieck, in der Voraus- 
setzong ff^» 1, r^= sin^j. a) Der Media/nertöchnittpufJct G ist: 

tf r^ = tj + r, + tj, 6^ =»^cos a..^ ; o*. * = i, x. s) 

denn er liegt in den Yerbindungsgeraden von r^ mit t, + tg^ von r, 
mit t, 4- 1^ u. s. w. Er ist offenbar Einheitspunkt (1^ 1, 1); seine Har- 
monikale — zugleich Einlieitsgerade — hat die Gleichung x^-\-oc^'\-x^^O 
und den Vektor tftQ« sin-^^Ii + sin^ljtj + sin^l,!,. 

b) Der zuletzt gefundene Vektor Tq gehört zum UmkreisBentrum 0, 
denn x^Xi » tot^ "* ^o^s- ^^ seine Koordinaten x^^x^jX^zm finden^ multi- 
plizieren wir EmA^\^ + sin^I|4- ^m Ä^\^=i x<^x^'\- x^x^+ x^x^ skalar 
mit Ij; wir bekommen dadurch miA^+s\xiA^eo%Ä^+%mA^Q^%A^^x^mi\ 
oder 2 sin 5 cos {S — A^ =^ x^Bm\ ; folglich 

x^\x^:x^^ cos (S — A^ sin A^ : cos {S — A^ sin A^ : cos {S — A^ sin A^ 

und 

(Jto« cos(S— -4j)sinjliri -f-cos (5 — -4,)sin-4,r, + cos(5 — ^j)sin-4jrs 

= ^cos (5 — A^ sin -4^r^, 

wenn £> die halbe Summe der äußeren Winkel Ai ist. 

c) Nebenbei sei bemerkt, daß man genau in derselben Weise für 
\ findet: 

6\^ = sin -4, cos A^^x^ -f- sin A^ cos A^^x^ -j- sin A^ cos ^s^s* 

d) Offenbar ist — Vr,rj + Vr^rj + Vtit, oder — sin^^li -f-sin^I, 
+ 8in^jl, oder ^ cos {S— A^^ sin ^r^, weil gleichweit entfernt von 

— tj, r,, r,, UnJcreiszenitrvm 0^ für das erste Nebendreieck u. s. w. 

e) Wie sin -4^ Ii -f sin -4^1, + sin -4,13 gleich weit von r^, r,, tj, 
ebenso ist sino^r^ -|- sina^t^ + sino^rg gleichweit von t^, \^y I3, also 
von den Seiten entfernt, und (rr^ » sino^r^ -f sina^r, + sina^tg, dem- 
nach hJcreiszentrum 7, ebenso — sina^r^ -f- sin Oitj + sin a^r, Inhreis- 
zenirum I^ für das erste Nebendreieck — tj, r,, r,. 

f ) Weil die erste Höhenlinie durch x^ (1, 0, 0) und I^ (sin A^ cos -4^1, 

sin ^ cos ^12, sin ul, cos ^13) geht, ist ihre Gleichung r^- — /^- = 0. 

Den drei Höhengleichungen genügt offenbar (i^^i; tg^, tg^,), und 
6Xi^='isjigA^Xi + taiigA2X^ + iajigA^x^ ist demnach der HohenpunMH. 

g) Von der ersten Ecktransversalen durch (xixixH) ist ^ — ^r = 

die Gleichung und —- 1^ P- i^ der Vektor; von der symmetrischen 

x^ x^ 
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oder isogonalen Ecktransversalen ist folglich .^. I^ r^j- I, der 



r.^-Ar. 



Vektor und . t^i^i — =~a~r «^3 = die Gleichung. Den drei isogo- 
nalen Ecktransversalen genügt ( r-^ , ■ — , ' , — —j , welcher also 

der mit x'i isogonal verwandte Punkt ist. Mit dem Medianenschnittpunkt 
(1^ ly 1) ist (sia^Aj^y sin^^^ sin'JL)) isogonal verwandt {Punkt von Lemoine 

oder Graebe). Führt man (§ 9) statt der Ko- 
ordinaten x'i die Entfernungen S^ ein, so findet man 
für den letztgenannten Punkt sin|^ : sinl, : sinl, 
^BinAiisinA^iBinA^y was für die Ebene wird 
ii ' ^2 ' Ss = sin ^1 : sin ^ : sin A^, 

h) In ähnlicher Weise findet man für den 

Punkt mit (xi) isotomisch verwandten ( — , — • — ) . 

Man sieht leicht ein, daß von zwei isogonalen 
Geraden die Vektoren in Bezug auf das Polar- 
dreieck isotomisch sind. 

17. Fläche des sphärischen Dreiecks. — 
a) Ist (Fig. 2) toi ümkreiszentrum für das erste 
Nebendreieck (§ 16 d) und sind a^ ßy y die inneren 
Winkel, so wird « — y — qp = ö, ä — ^ — ^=ö, 

Fig. 2. 2« — (a -h j3 -h y) =• 20 und - — - = 0, wenn 

6 der sphärische Exzeß ist; es ist aber 6 auch 
der Winkel zwischen den Vektoren der Geraden (t^toi) und (tjtj), 

welche Yx^^—Yl^Xs + Yx^Xi+YxiX^) und Vt^tj sind. Das skalare 
Produkt liefert uns folglich (§ 4, 7): 




(16) 



tfV. sin 2=Vr,r8 .Vr, (Vtsri + Vrit^ -Vr^rj) = (r| — r^tj) . r, Vrjt, 
= (1 — cosöf^,) . riVrjts « 2 sin« %^ • tiVr^tj. 



Nun ist aber der Tensor ö' des ersten Vektors sina^, und der des 
zweiten ö" findet sich aus der für drei Einheitsvektoren leicht beweis- 
baren Identität: 

(17) [Vr..(Vrir,+Vr,t,+Vr3ri)?=2.ri(ri-rg).rg(r8-rj).r,(r3-ri), 

wenn man das Zeichen von r^ ändert. Es wird dann die rechte Seite: 



2(1 + r,r,) . (1 - x,x,) . (1 + r,r,) ^ 16cos»^ • sin»^ • cos'^S 
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also: 

<y" = 4 cos ^' sin ?" • cos Y^, 

wodurch (16) übergeht in: 

(18) sin|= ^»^'»^» 



2 . a,, o«. a.. 

4 COß -i- • COB -^ • COB - "- 

2 2 2 



Es Terein£Eicht sich diese Formel noch durch die Einführung der 
Seitenmitten M,(x,J, M^(x^J, M^(x^J: 

^ihm-h + h7 <yi«2cos^^, 

<f9hm^^l+hy <^, = 2C0S-^?; 

denn es ist offenbar: 

^i^^^^hJ^hn^hm - (yi + h)^{h + h) (t. + h) - 2riVr,r8, 
folglich: 

(19) ^^k^-h«y^2mhm7 

d. h. der Sinus des halben spJiärischen Exzesses ist gleich dem Inhalte 
des auf OM^, OM^, OM^ als Kanten Tcansiruierten Parallelepipeds, 
wenn P das Kugdzentrum und M^, M^, M^ die Mitten der Seiten auf 
der Einheitskagd sind. 

Für das Dreieck r^' = x'^x^ + x'^x^ + x^x^, r, = x'^Xj^ + x'^x^ +^'it^, - - - 
sind: 

u. s. w. 
die Mitten der Seiten und ist: 



- a«. a.. CL, 
, 8 COS -^- cos -"- cos -^- 

(20) Bin^= ^ ^ ^ 



2 (T, . tf, . ff. 



a?j x^ x^ 

H tt 'I 

x^ x^ x^ 

IM tl> tt» 

^1 ^2 ^8 



8 

sing 



b) Aus (§ 4, 7) geht, wenn ^ =• D, JB — C ist, herror {AB)^ 
= A* . Bl* - C^ ASy, folglich ist»): 

,2i-|l'-(^iVv.)*-(Vrjr,)«-(Vr,Vrjr,)*=r|.r|-(r,r,)»-(r,.r,ri-r,.rir,)' 
=l-(V8)*-(Vi)*-(tit,)»+2ritj.r,t,.r,ri=l-c|,-£|,-cf,+2cuC8,Cji. 

1) Wir werden künftighin oft statt cota^^, coiAf^, ^'""tt ^^^'^ ''^■^ik 
schreibea e^j, C^j^, s,^ und 8{^. 



270 Fb. Danikls: 

c) Es läßt sich die Dreiecksfläche auch folgenderweise finden 
(Fig. 2): Gehört <yr = ri + Arj + jitj zu P, so sind ^^jd^ = -y{j^-'^-^ 
und K- rfft = — (Tj — r ^j die unendlichkleinen Vektoren PQ und PB, 
und das Flächenelement PQ . PR . sin (QPR) ist gleich dem Tensor 

von — r^Vv^ä"" ^ ^) v»~ ^ ^)* Oi^s^r Vektor ist aber senkrecht 
zu PQ und PR, hat also die Richtung r; setzen wir dann: 

SO ist — —^ m das gesuchte Flächenelement; woffir wir durch skalare 
Multiplikation mit r finden: 

dXdu dXdii \T dXdit \7 



ff« X - ^2*'3' 



Die Dreiecksfläche ist nun offenbar: 



(22) e ^ r,Vr,r3 T If^f '^ ^ p ff ^-^ -, 



oder 



l = arc tang ^ - ^» + ^» -" ^* t _ ^^c tang -*-» — ^^^ 



und 



sm — = ^ 



2 . (L. o,. o^, 

4 cos -^ cos —^ cos -5^ 
2 2 2 



18. Ko(n'din(UentransformaHon, — Sind (b^^, b^^, b^^ die Koordinaten 
der Ecken des neuen Koordinatendreiecks (t^r^r,'); wobei wir die 
Proportionalitätsfaktoren der Einfachheit wegen schon gleich Eins ge- 
macht voraussetzen^ so ist: 

h = Pi^si^i + lh^nh+ (H^fshf «iid B . fi^t^ =- P^ti' + JB„r^ + -ßja^sl? 

Aus dem Punkte (iiOC^Ti+iJ^x^Xi+liyX^iXi wird dann (Bi^tl+B^jX^+B^^t'^i-] — 

oder (B^iXi^ + B^^x^ + B^^x^) x^ + (B^x^ + B^^x^ + B^x^) r^ H , und 

sind iff und t\ die Punkt- und Linienkoordinaten , fit und v] die Kon- 
stanten im neuen System^ so bestehen die Gleichungen: 

(23) ii'iyi :. B^^Xj^ + B,^x^ + B^^x^ x^ :. (i^b^iVi + (i^hiV^ + l^AtVi- 
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Die Gleichung der Geraden ^ti^^g^ = wird dadurch: 

so daß Vi ;. fti(&a^i + ^<sti8+ ^js^s) ^^^9 ^^^ ^^^^ ^^ neuen System 
wieder fti-i/i- sin %|- konstant ist^ folgt hieraus: 



(24) 



iv'i sin*; . v^ :. 6<it«i + b^^u^ + fc-jti, und 

[ui :. Vi siah'i . Bj^Vi + v^ sin Ajj . B^^v^ + v^ sin ä, . B^iVy 



19. Übergang zur Ebene, — Für ein auf der Kugel mit unendlich 
großem Radius verzeichnetes Koordinatendreieck liefert (14): 

Die allgemeine Gleichung (15) einer Geraden in Punkt-^ oder eines 
Punktes in Linienkoordinaten wird: 

(26) ^i^ivAu^Xi^O 

oder 

wenn (liV^h^ konstant ist. 

Für die Entfernungen d^ einer Geraden von den Ecken Ä^ und die 
Entfernungen ^ eines Punktes in der Geraden von den Seiten a. des 
ebenen Dreiecks liefern (25) und (26) die Gleichung: 

Die analoge Gleichung für die Sphäre lautet: 

^--1 sin d^ 

> -^-j- sin L ^ 0. 

^^ sin h. '« 

Unsere sphärischen Punktkoordinaten geben (25) für die Ebene, 
wenn f^ =» f<s ^ /^ ^b^- 

^1 : OTg : Tj = ^ : ^ : ^ = i^a^ : ^Og : s^^; 



aJi 



abo die baryzentrischen Koordinaten. 

20. Es mögen hier die folgenden Anwendungen Platz finden: 
a) Von den Punkten: Von den Geraden 
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genügt die sphärische Entfemiing d genügt der Winkel q) äet Glei- 
der Gleichung: chung: 

^ TenaorVrY' rV(fta;(t.+-)(fta;l't.+ -) ^Vf l" TYjv, i«^I. + •••)(>.< I. + • 

tangd ^-.. (ft«it,+ -)0».*,'t,+ -) **°«'^ TT (».«,'!. + •• OC».«*!'*, + • ■ 

oder wenn (xix'k)^XiX'i— x'/xt: und &lls (uJm») = «<«i' — «*'«*: 

^ r[ftf^(x^4')Vt.t,+ -] ^ r[*'.«'.(*i^')Vi. <.+ •••] 

r[ft>H(x^a^') ring, !, + ■■•] _ r[n»,(wii4')ginJ,t.+ -] 

°"0».«it. + -0(ft4'ii+ ••) (»-.»iii + •■•)(•'. <!.+•••) 

/tf «i aji + • • + ft (4 («i a;i'+ x^'a;^ cos «4, + • • v\u{ u'i+ •■»,»', («♦{ «J + ui'»»i) co« JL, , 

Beim Übennng zur Ebene wird tv. j- t^i. • j *< » • ^ 

» ° * Für dieEbene wird v,«, ;. r- ;. o, am J,., 

It^x, :. jj| .-. |,a„ c„ - 1, und ^^^ _ j^ demnach 

tgii:Bin«,:8in,«,:8in*,=d:a,:a,:a„ /*;*?\3i„^+/W,i„^^+/:^\^, 

folffUch ta d> — ^^"»^ ^*»"»^ Xitth^/ 

(£i«i+Si«.+li«.)*(Siai+Si'«.+S5«.)' 

Sind o,'|i + a,^ + oJ|, = und 

^*'' ^*^*'" ^* '"^'^ *'^*°^" «;ii + «;fe + «i6 = zwei Geraden 

^^^ ~4jP~ ~ ' i^i ^®r Ebene, so ist in Torgehender 

d' - ?i [(S;^,? + (StSs? + (Ssi;? Formel ^; = aj und ^ = a/ zu 
+ 2 (li'Q (S,l»') cos ^ + . . 1 setzen. 

b) Ist Q der sphärische Radius des Umkreises und ^x^^YliXi 
+VtiX^+ VtsTi sein Zentrum, so ist offenbar: 



r, r. 



hYhh 



oder bei Benutzung der Identität (17): 

cot p = • 

4 8in -^ Bin -|5 sin -^- 

i A b 

c) Von der sphärischen Geraden /-(«*<) ist w^ sin ^ J^ + ti, sin -^g t, 
H-w^sin-^jt, oder (§ 16c): 

sin A^ ^j^i sin Ä^ cos -4.^i . r^ + sin A^ ^ w< sin A^ gobA^^ . r^ 

+ sin A^ y «,' sin J^ cos^,-, . r. 
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der Pol, wenn /i^ =1, i;^ = sin -4^ ist. Durch diesen Pol muß jede zu i 
senkrechte sphärische Gerade gehen, und soll diese noch den Punkt {x'i) 
enthalten, so ist ihre Gleichung: 






X, 



2 



xl 



S,^u,8Ai S,^u,8A, S,y^u,8A, 



ain6i 
sin A| 

sin^i 
sin A^^^u^SfC^i 



BinJ, 
sin^^ 

sinJi 
sin^, 

sin^g ^,^<^tfi{ 



^ 



= 0, 



oder 



sin %^ sin \^ 

sin \[ sin g, 

^/S; C; 1 sin dl ^/S,. C,. j sin dg 



Bin^i 

8Ü1J3 
sin/ig 

sinjj 
singj 



= 



0. 



und es wird: 



61 



5; 



S> Sa 






S 



= 



die Gleichung sein von einer durch (!<) gehenden ebenen Geraden^ 
senkrecht zu /.(d^)- 

d) Sind jP, F\ s^ s' die Flächen und spluLrischen Exzesse zweier 
Eugeldreiecke, und R der Eugelradius, so ist a = JP : R^ und € = F': B*. 
Die Substitution in (20) ergibt, da beim Übergang tfi = tf , = ^3 « 2 
wird, für zwei ebene Dreiecke: 



J" = 



F 



KKK 



Ix 

«1 



6,' 

r 



2 



Is 

Is 



Preiburg (Schweiz), 6. Januar 1902. 
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Znr Theorie der aritliinetischen Progression. 

Von Michael Bauer in Budapest. 

1. Der elementare Beweis der Tatsache^ daß die Progression ay+1 
unendlich viele Primzahlen enthält, ist sehr leicht zu führen; z. B. als 
eine Anwendung des Fermatschen Satzes. Mit der Progression ay—1, 
in dem speziellen Falle a = p", haben sich gleichzeitig beschäftigt Herr 
Daublebsky v. Sterneck^) und der Verfasser dieser Note.*) Die Be- 
weisführung geht Yon den Ausdrücken'): 



F.= 



(x + VbY^ix^Vb)^ 



* 2KÖ 



aus und gewinnt den Satz durch die Anwendung des quadratischen 
Reziprozitätssatzes. In dieser Note beschäftige ich mich mit derselben 
Frage in einer anderen Weise. Ich hebe hervor, daß die Beweisfiäirung 
ausschließlich im Bereiche der rationalen Zahlen geschieht und der 
Bejsiprogitätssatg auch nicht angewendet wird, 

2. Sei p eine ungerade Primzahl und führen wir die Bezeich- 
nung ein: 

V ) pa-l(p- i) 

I. Die ganzen rationalen Zahlern 

2 

Tconnen eindeutig so bestimmt werden y daß eine Identität von der Form: 



{l)F{x)^A,(x + l) " +A(^+^) ' +... + ^ , 



1) über einige spezifische zahlentheoretische Funktionen. Wiener Monats- 
hefte Bd. vn. 

2) In einer ungarischen Zeitschrift: „Mathematikai ^s Physikai Lapok^^ Bd. lY. 

3) Für den Fall a^=p von Dirichlet untersucht: De formis linearibuB in 
quibus etc. Der allgemeine Fall findet sich bei: Lucas, Theorie des fonctions 
num^riques etc. (American Journal of Math. I). 
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hestdit. Es ist femer: 

A - 1, ^p«-» (p_i) = 1 (mod 2), 



(2) 



* 






SO daß: 



(3) 



unrd. 



f^-^ip-i) 



►«-»(p-i) 






— 1 



+ ... + ^^a- 



p'^-Mp-D 



^(.^2) 



2 



(modp) 



3. Die Zahlen (A) können fürs erste ans dem linearen Gleichnngs- 

system: 

p«-i(,--2) p" ~Mp-i) ^ 



(I) 



A(t+i) 



2 



+ A(* + i) 



s 



+ 



^(*) 



(»-... '^"•<''-'> +«), 



dessen Determinante von Null verschieden ist^ rational und eindeutig 
bestimmt werden. Es leuchtet ein, daß die Gleichungen auch für: 



\ 2 



+ 2 



bestehen bleiben, und somit sind die Ausdrücke: 



F(x), A(x+^) 



P^ -^^(P- i) 

2 



+ • • • + ^^-l(^„ij 



för gewisse Werte von rc, deren Anzahl j/*"* (p — 1) + 2 ist, gleich; 

und folglich identisch gleich. 

p°-^(p-i) 
Wenn man die Identität (1) mit x ^ multipliziert, sieht man, 

daß A^^ ly Ä^ g&i^; luid wenn x ^ 1 gesetzt wird, daß: 

^pa-i(p-.i)=l(mod2) 



ist. 
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4. Aus der identischen Kongruenz: 

x^-Hp-i)+ a:^-*(P-8)+ . . . + 1 = A^(x^+ 1) * 

+ Ä^x{x^ + 1) « + ■ - + A^^t^_^^x » (modp) 

sieht man, daß die Zahlen ^.(mod|>) eindeutig bestimmt sind. Nun 
kann man die Formebi (2) verifizieren. Es ist nämlich: 

und wenn man (2) f&r Ä^ einsetzt, wird: 

= [(^' + 1) - 2a;] « = (rr - 1)^""' (^-i) (modp). 

5. Nun legen wir der Untersuchung den Ausdruck O {e) zu 
Ghrunde. 

n. Ist q^p eine beliebige PrimzaM, für welche die Kongruenz: 

(4)«(;.)-xr ^ +A,z ' +>-4- ^^-i(p_,) = 0(modg) 

me Lösung besiid, so ist: 

(5) ff* = 1 (modp«). 

Nehmen wir an, es sei r eine Wurzel von (4), dann ist: 

9{0)^{z-r)m + qg{0), 

wo f(z\ g{z) ganze rationale Ausdrücke mit ganzen Koeffizienten sind. 
Es ist femer: 

d.h. 

(6) a;P"-^(J'-i) + a;p"-*(P-«) + . . . + i = (a;« _ ya; ^. i) /=(^)-(mod g); 

also hat der Ausdruck: 

(7) -i?^ - «"«-'(''-»)+ ■ ■ ■ + 1 

«' -1 

(mod^) einen quadratischen Faktor. 
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6. Nun berufen wir uns auf zwei Sätze der Zahlentheorie; deren 
Beweise rational geführt werden können.^) 
A) Die Ausdrucke: 

(q ^ |>, q, p, ungerade Primzahlen) 

sind entweder relativ prim^ oder im Falle 

2« - 1 = (modp«) 



ist 



a;« — 1— 1 teilbar durch — ^^—^ (modg). 

x^ —1 



B) Das Produkt der irreduziblen Funktionen {modq), deren Grad 
ein Teiler yon n ist^ ist: 

^x (a;«"-i— l) (modgr). 

Der Ausdruck (7) hat (modg) einen quadratischen Faktor, folg- 
lich ist nach A) und B): 

g« - 1 = (modi)«). 

7. Nun kann der Beweis leicht geliefert werden. 
Setzen wir für z einen hinreichend großen, positiven geraden Wert 
ein, fOr welchen noch 

{js-2) « = -- 1 (modi?) 

ist Sei a = ß ein solcher Wert, dann ist: 

(8) ®(/3)>0, «(i8) = l(mod2), <I> (/3) = - 1 (modp) 

Die Primfaktoren von <^(j3) sind nach (5) von der Form: 

l)«j/±l, 

und so befindet sich unter ihnen nach (8) sicher eine von der Form: 

p^y - 1, 
q. e. d. 

Budapest, 23. März 1902. 



1) Man siehe z. B. Dedekind: Abriß einer Theorie etc. Grelles Jonm. 54. 
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Generalization of a fundamental 
theorem in the geometry of the triangle. 

By M. W. Haskell in Berkeley^ Galifomia. 

The theorem in question is of fundamental importance in the 
geometry of the triangle ^)^ and may be stated as follows: 

If A'y B'y C he points taken arbUrarily on the sides BGj CA, 
AB of any tricmgle ABC, the cirdes AB'C\ BC'A\ CA'B' pass 
ihrough one and fhe same pomt 0. 

In a commnnication presented to the Chici^o Section of the 
American Mathematical Society Jan. 2, 1902 I extended this theorem 
to the tetrahedron in the following form: 

Let jF, G, H, P, Q, R be any points on fhe edges AD, BD, CD, 
BCy CA, AB, respectivdy, of any tetrahedron ABCD; the four spheres 
AFQR, BGBP, CHPQ, DFGH pass through one and the same 
point 0. 

The theorem in, however^ capable of generalization to space of 
any nomber of dimensions without any difficulty. I will therefore state 
and proye it at once for space of n dimensions^ — nnderstanding by 
a spherical space of three dimensions^ S^, a space eyery section of 
which by a flat space^ R^, is an ordinary sphere^ and^ generally, by 
a spherical Sn—i sitaated in a flat ü« as a space every section of 
which by a flat Rn^i is a spherical Sn—i- The general theorem may 
then be stated as follows: — 

Consider the figwre fonned by n + 1 points Au, Af%, A^, . . ., 
^»+1, n+i in a flat ^pace Rn, a/nd sdect arbibrarüy on each edge of this 
figwre AuAkk ^ point Aif A spherical Sn—i is detennined by n + 1 
points. The » + 1 spherical Sn—i determined by the n+1 groups of 
points (Aii, Ai%, . . .; Ai^n-^i) tviH aU pass throagh one and the same 
point 0. 

We shall use barycentric coordinates «^^ «w^ . . .^ aC»+i] where 



1) McClelland, Greometry of the Circle, p. 40; Bee also Ronch^ et de 
GomberousBe, Trait^ de G^om^trie, 7th edition, vol. 1, p. 486. 
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In the plane K is the area of the triangle A^^A^A^\ in ordi- 
nary space of three dimensions it is the volnme of the tetrahedron 
A^^A^A^^Ä^, The equation of the infinite Rn—i is then 

and, if we denote by aiu the length of the edge AnAuk the equation 
of the spherical Sn-^i circumscribing the fdndamental (n + l)-point 
AnAti ... An^i,n+i will be 

while the equation of any spherical Sn—i will then be of the fonn 

The coordinates of anj vertex An of the fundamental ra-point are 
of course all zero ezcept a^^ which is equal to K'^ and the coordinates 
of any one of the intermediate points Aik are all zero except two^ 

a|*] and aj*^, whose sum 

«<* + «.* •^• 

The equation of the spherical 8n—i through the points AiiAi%, . . 
Ai^ 1,4.1 is readily found to be 

ra«.i" + ^i%^ii^ + r^.n+i«i, «4-1" /^" -ÄÄ = U, 

or denoting the quantity in parenthesis by a>,-: 

But, we find that 

KU ^^a^^(Oi 

identicaUy^ and consequently that eyery one of the jSn— 1 passes through 
the point for which 

©1 = fl>2 = fl>8 . . . = ©„^.jy 

and the theorem is thereby prored. 
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CaroUary L If the points An are the middle points of the 
edges, then 

«»1=2^"" +^18« +*-'+«i«+l« / 2ä?^l' 

and the point is the centre of the circumscribing Sn^i of the fdnda- 
mental n-point. 

CaroUary ü. If the flat spaces aj^ — 0, «, = 0, Oj = 0, • • •, 
(On+i = have a point in common^ that point will be the point 0, 
and it will then lie on the circumscribing S^-^i of the fundamental 
n-point. Now this will be the case, for example^ if n is even and the 
points Aik are determined by the intersection of a flat Rn—ij whose 
equation is 

X'a + k"a" + • • • + A«+ia"+i - 0. 



For the coordinates of Aik will then be 






and 






and the determinant of the equations Oi = will be 







a^Vk 



V-l 



ff 



oJjZ"ife 







al,r-k 



X'" - V 



a^^Vk 



V" — X 



tt 



««+1,1^'^' 



^n-hl,2^''* 






;(^' ;|^[«+1] ;|^" Z^"+^^ i'" ;l'^« + 1] 



**2, n-fl^ •°- 

XC-+1] -_ 1" 







If we here divide the successive columns by A'A, >l"Ä;, etc., the quo- 
tient is a zero- axial skew- Symmetrie determinant of odd order, which 
therefore vanishes; the flat Spaces g}| » 0, o, »== 0, • • •, o>a+i "= have 
a point in common, which is the point 0, and it lies on the circum- 
scribing /S»— 1. For the plane, if ^,3, A^^^ A^^ are collinear, the point 
lies on the circumscribing circle, a known theorem. 

If, however, n is odd, the above determinant does not vanish. In 
this case, the point is a point of the intersecting ün— i- For, since 
the point is determined by oi = (Da = • • • = con+i; we may write 



«» — p — 0, 
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and the resultant of these (n -f 1) equations and of the equation of the 
given Rn+i is 







«f, 


Vk 


V- 


-V 


«fs 


Vk 



v 



V—V 










«81^"* 













'«4-1,8 



if+^u 



Xf«+il-i 



##/ 



-1 



-1 



°?,.+i^'* <.+i^"* <,+i^'"* 







;i[«4-i] 



-1 







If we now divide the first (n + 1) columns respectively by X\ A", 
X'*'y . . ., if"+^^', the qnotient is a zero-axial skew-symmetric determinant 
of odd Order, and must yanish. In ordinary Space of three dimensions, 
iheny if the points Ait lie on a plane, the point lies on the same 
pUme, The relation is however not uniquely reversible, as in the 
case of the ordinary niül-system, but to eyery point correspond six 
planes. 

If we consider the £>n->i in sets of n, each set will haye a second 
point of intersection besides the point 0, and these will be situated in 
the respectiye faces of the (n + 1)- point (meaning by &ces the n + 1 
flat Rm^i determined by any n of the yertices). It is eyident that, if 
n be odd, these points will lie on the circnmscribing iS>n-.i of the 
(n + l)-point; and that if n be eyen, they wiU lie on the intersecting 
Rn-i which determines the Äik. 



Rome, Jan. 1903. 
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Zn der vorstellenden Mitteilung des Herrn M. W. Haskeil 
liber die Yerallgemeinemng^) eines Steinerschen Satzes. 

Von W. Fe. Meyer. 

Der nachfolgende Beweis der YeraUgemeinernng des Steinerschen 
Satzes auf den Raum B^ von n Dimensionen beruht auf einer eineigen 
IdentiiMj und ist so durchsichtige daß es in der Hauptsache genügt^ 
den Fall n » 3 in Betracht zu ziehen. 

Anstatt der Kugeln empfiehlt es sich, in projektiver VerdUgemeine- 
rung die Flachen 2. Grades F durch einen festen Kegelschnitt K zu 
Gh-unde zu legen. 

Ein festes Tetraeder Ä^Ä^A^A^^ diene als Koordinatentetraeder. 
Ein beliebiger Kegelschnitt K kann als bestimmt gedacht werden durch 
seine Ebene: 

und die Flache 2. Gh^es: 

A = a^^= a^x^x^ + a^^x^x^ + a^x^x^ + a^^x^x^ + 0^1X^X4^ + a^x^x^ = 0, 

die ihn mit den Ecken A^ des Tetraeders yerbindet. Hierbei wird fest- 
gesetzt; daß K von keiner Kante des Tetraeders getroffen werden soll, 
d. h. es soll keiner der Koeffizienten a^^ yerschwinden. 

Durch den Kegelschnitt K geht eine 00^- Schar von Flächen 
2. Grades F: 

(1) F^u,v,^a,,^0, 

wo die Koeffizienten v^ von v^ die vier willkürlichen Parameter der 
Schar repräsentieren. 

Soll F durch die Ecke A^ gehen — F sei dann mit F^ bezeichnet — 
so ist das Ejiterium dafür das Verschwinden von v^, sodaB die Glei- 
chung von F^ lautet: 

(2) j;(a;)^ti,F,-a..-0, 
wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

(3) ^<=^**'*<+ ^J^«+ ^m^mV (»"»t,!,»!«!, 8, 5,4) 



1) Herr Haskeil hat mix die in Rede stehende Verallgemeinerang in Karls- 
bad (Sept. 1902) ohne Beweis mitgeteilt; eine Einsicht in seine vorstehende Mit- 
teilnng habe ich erst genonunen, als die meinige bereits redigiert war. 
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Die drei in F^ noch verbleibenden Parameter sind jetzt genauer 
durch t?^^, f7„, i?^^ angegeben. 

Der Schnitt von F^ mit der Kante Xj^^Oj x^^O liefert: 

also außer der Ecke A^ noch einen Punkt B'^^: 

(4) Sf^^i = Xi (u^v^t - a^J + x^u^v^t - . 

Analog schneidet eine Flache F^ durch Ä^ aus derselben Kante 
a?4==0, a;,= noch einen Punkt BJ^^^ aus: 

(4-) B^7' = «,«,»,, + a:, («„«,„ - a,„) = 0. 

Sollen beide Punkte (4)^ (^0 ^ einen einzigen jB*|, zusammenfallen, 
60 ist dazu notwendig und hinreichend (da das gleichzeitige Verschwinden 
von x^ und x^^ ausgeschlossen ist), daß: 

alsoy da a^ni^^^- 

Auf diese Weise erhält man vier Flächen l^i(,-«.j, j, s, 4), (2) die 
jeweils außer der Ecke A^ noch drei Punkte B^^, B^^, B^^ auf den 
drei von A^ ausgehenden Kanten enthalten. Die 12 Parameter v der 
vier Flächen F^ sind dabei an die sechs Bedingungen (5) geknüpft. - 

Denkt man sich umgekehrt die sechs Punkte B auf den Kanten 

(jtf) 
y. . x^ 

des Tetraeders gegeben, und bezeichnet -t^ die Koordinate — des 

V ' ^m 

^m 

Punktes B^i auf der Kante x^ »0, o;, «= 0, so ergibt sich aus (4) oder 
(4'), in Verbindung mit (5): 

oder, wenn t einen Proportionalitätsfaktor bedeutet: 

(6*) f«.,= *yr> «im-^yL*' 

Alsdann bestimmt sich t aus (5) durch: 



«rfm 



(kl) , (*o ' 
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und es resultiert für v^^ der Wert: 

(kl) 
y a. 



{hl) , (*/) 



/. Nimmt man auf jeder Kante (x^ -= 0, aj, = 0) des Koordinaten' 



X. 



tetraeders einen Punkt jB^, an, dessen Koordinate — durch den Wert 



X 



(^7) gegeben seiy ist femer ein Kegelschnitt K vorgelegt als Schnitt einer 



y 



Ebene u^= und der ihn mit den Ecken des Tetraeders verbindenden 
Fläche 2. Grades a^ = 0, so sind die vier Flächen 2. Grades -F^, wo F, 
durch K, sowie durch die Punkte B^,, 5^^, B,^ hindurchgeht, dargestellt 
durch die Gleichungen (2), wo die 0wölf Koeffmenten v vermöge der 
Rdalionen (7) bestimmt sind. 

Läßt man dagegen die Lage der sechs PunJcte B wiUkürluA, so sind 
die sfwölf Koeffizienten v der vier Flächen F^ nur an die sechs Rela- 
tionen (5) gebunden. 

Multipliziert man jetzt die Relationen (5) je mit dem Faktor x^z^ 
und addiert, so gewinnt man mit Rücksicht auf die Abkürzung (3) 
die Identität: 

Hieraus fließt ohne weiteres der gewünschte Satz. Bestimmt man 
nämlich einen Punkt (y) durch die Forderung: 

(8) r,^v,^v,^r,^6, 

wo ein zunächst von NuU verschiedener Proportionalitätsfaktor sei, 
so reduziert sich die Identität (I) auf die Gleichung: 

(9) %9=^%y 

während anderseits hierdurch die Gleichungen -F^ = (2) durch den 
Punkt (y) erfüUt werden. Somit gilt der Satz: 

IL Es schneiden sich die vier Flächen F^ in dem durch die 
Gleichungen (8) festgelegten Punkte (y). 

Das Resultat bleibt indessen auch gültig, wenn die in (8) auf- 
tretende Größe 6 im besondem verschwindet, was dann und nur dann 
der FaU ist, wenn die Determinante der vier, in den x linearen Formen 
Vi (3) verschwindet. Alsdann folgt aus (9) das Verschwinden von a^^, 
und damit auch vermöge (2) dasjenige der vier Ausdrücke F^ (y). ti 
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diesem SpeziaLGeJlc; und nur dann, liegt der gemeinsame Schnittpunkt (y) 
gleichzeitig auf der Fläche A (s. das zweite Korollar von Herrn 
Haskell). Offenbar sagt das Verschwinden der vier Ausdrücke F^ (xf) 
aus, daß die Ebenen der vier Kegelschnitte, in denen die Flächen F^ 
die Fläche A außer K noch schneiden, durch einen und denselben 
Punkt gehen. 

Der Fall der Ebene (n =» 2) weist eine eigenartige Besonderheit 
auf. Verschwindet nämlich hier die Größe 6 in den bezüglichen Glei- 
chungen (8): Fl = Fj «- Fj == (J, also auch die Determinante J der drei 
Formen F: 

(10) ^ = t?U%% + «^21%^82 = 0, 

so sagt das offenbar im Hinblick auf die Relationen (6) aus, daß die 
drei Punkte jß auf den Seiten des zu Grunde gelegten Dreiecks in einer 
Gretaden liegen und umgekehrt. Daraus fließt unmittelbar das Korollar, 
daß die vier den vier Dreiseiten eines Vierseits umschriebenen, gleich- 
zeitig durch zwei feste Punkte K^^ K^ gehenden Kegelschnitte sich 
in einem und demselben Punkte schneiden. Im Falle, daß man JT^, K^ 
als die beiden Kreispunkte der Ebene wählt, ist das das St einer sehe 
Korollar, daß die vier Umkreise der vier Dreiseite eines Vierseits sich 
in einem Punkte schneiden. 

Hieraus aber läßt sich sofort schließen, daß der entsprechende 
Satz im Räume ü„ (n ^ 3) nicht mehr gilt. Gesetzt, es liegen die 
sechs Punkte £ auf den Kanten des Tetraeders zugleich auf einer 
Ebene Ey so schneidet diese aus dem Tetraeder ein Vierseit aus, und 
die vier Flächen F^ (2) schneiden F in den vier Kegelschnitten, die 
den vier Dreiseiten des Vierseits umbeschrieben süid und zugleich durch 
die beiden Punkte K^y K^ gehen, in denen F dem Kegelschnitt K be- 
gegnet. Diese vier Kegelschnitte, und damit die vier Flächen F^ selbst 
schneiden sich also in einem auf F gelegenen Punkte. 

Wiederholt man diese Betrachtung für die fünf Tetraeder, die von 
je vier der fünf Ebenen, die sich aus F imd den Ebenen des ursprüng- 
lichen Tetraeders zusammensetzen, so schneiden sich immer vier der 
fünf Flächen 2. Grades, die durch K gehen und je CLQem der fünf 
Tetraeder umbeschrieben sind, in einem Punkte der fünften Ebene, und 
ersichtlich können diese fünf Punkte niemals in einen einzigen zusammen- 
fallen. Aber auch die Vermutung, daß diese fünf Punkte selbst auf 
einer durch K gehenden Fläche 2. Grades liegen, erweist sich als hin- 
fallig. Denn wäre Q diese Fläche, so müßte entweder G mit den fünf 
obigen Flächen in eine einzige zusammenfallen, was offenbar nicht 
stattfinden kann, oder aber es müßten sich sämtliche sechs Flächen 
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(außer K) in einem Eegelfichnitte C schneiden^ der durch die 
fünf obigen Punkte ginge. Da aber irgend zwei der obigen fOnf 
Flachen durch eine Ecke Ä des ursprünglichen Tetraeders gehen ^ so 
müßten auch die vier Ecken Ä auf C liegen , was wiederum un- 
mögHch ist. 

Offenbar gilt der Beweis des Hauptsatzes 11 unmittelbar auch für 
den R^, man hat nur in den Formeln (2) bis (9) die Indices die 
Werte 1 bis n durchlaufen zu lassen. 

Wählt man im besondem für n » 3 den Kegelschnitt K ab den 
Kugdhreis (und entsprechend im R^\ so ergibt sich der Haskellsche 
SatZ; resp. sein zweites EoroUar. 

Es ist wohl kaum erforderlich hinzuzufügen^ daß mit dem Satze 11 
auch der dualisHsdie gilt 

Wählt man im besondem die sechs Punkte B^f als die Punkte, 
die auf jeder Kante A^Ä^ bezüglich der Ecken Ä^y A^ harmonisch liegen 
zu dem Schnittpunkt der Kante mit der Ebene u des Kegebchnitts, 

Akt) 

y. u 

so ist in (6) der Quotient -^ zu ersetzen durch — , wodurch (7) 

Übergeht in: 

(7') f<-- 



a 



im 



2tf. 



Alsdann sind aber die zur Bestimmung des Punktes (y) dienenden 
Gleichungen (8) F^ = K, « Fj= F4= <y dieselben^ wie die zur Bestimmung 
des Poles der Ebene u bez. der Flache A erforderlichen Gleichungen. 
Ist im besondem wiedemm K der Kugelkreis , so ergibt sich das 
erste Haskellsche Korollar.^) Bleibt man aber bei einem be- 
liebigen Kegelschnitt K^ so tritt noch ein weiterer bemerkenswerter 
Spezialfall ein. 

Läßt man nämlich bei der Annahme ^ die zu den Relationen (7*) 
führte, auch noch die Determinante der Formen F yerschwinden, sodaß 
also die Größe 6 in (8) den Wert Null hat, so zieht das Verschwinden 
jener Determinante auch das der Determinante |^| der Form A 
nach sich. 

Somit artet die Fläche A in einen Kegel aus, und der Schnitt- 
pwnkt iy) der vier Flächen F^ (2) fäHt in die Spitze des Kegds. 



X) Dieses ergibt sich übrigens unmittelbar (worauf mich Herr Yahlen hin- 
wies) auf elementarem Wege. Denn sei Y der Mittelpunkt der ümkugel des 
Tetraeders A^Ä^A^A^^ so schneidet die Kugel JT,-, die die Strecke YA^ als 
Durchmesser besitzt, die drei von A^ aasgehenden Kanten in deren Mittel- 
punkten Bfg . 
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Es sei noch bemerkt^ daß bei der Annahme (7*) die sechs Kanten 
von T in den sechs Punkten B^^ von einer Fläche 2. Ordnung berührt 
werden, deren Gleichung lautet : 

(11) yü^i + Yy^+vü^+yü^^O] 

und umgekehrt, unterliegen die sechs Punkte B^, dieser Bedingung, so 
ist u^=0 die Ebene, die aus jeder Kante jeweils den vierten har- 
monischen Punkt ausschneidet. 

Königsberg i. Pr., Januar 1903. 



Ober eine Eigenscliaft des Eettenbrachs oo — ^_i_ ^ 

X 

X . 

Von Herrn E. Meter in Charlottenburg. 

Ist ^>{x) = — — x~~*; ^^ ^i; ^7 ^8; ^4 konstante Größen, für die 

o^a^ — o^a, = 1, o; eine unbestimmte Variable bedeuten, und setzt man 
V% (^) = 9? (y {xj)y 9j (x) = 9? (5P2 {x)) XL s. w., so ist, wie Babbage 1820 

zuerst gezeigt hat^), o^ + a^ == 2 cos — (i «= 1, 2, • • •, n — 1) notwendige 

und hinreichende Bedingung dafür, daß identisch 9» {x) ^ x wird. 
Hieraus folgt, daß, wenn durch die Oleichungen 

(1) {d + xu)xi,^i+1^0 (Ä = l,2,...,n) 

die Großen rrg, x^y • • •, a;»-|.i definiert sind, dann und nur dann Xn-^i ^ Xi 
bei jedem Werte von Xi wird, wenn d = 2 cos — (A; = 1, 2, • • •, n — 1) 
ist. Aus (1) ergibt sich die Kettenbruchentwicklung: 



worin die Anzahl der Größen d auf der rechten Seite gleich n ist. 

Bezeichnen f&r den Kettenbruch d— -^ 1 Zh und N^ Zähler und 

a j 

a — 

Nenner des iten Näherungsbruchs, so daß Z^ = N^ = d, Z, = -N, = d* — 1 
u. 8. w., so ergibt der Schluß von n auf w + 1 Zn=^ Nn-\.i (» = 1, », . . )• 

1) Vgl. Laurent, Traitä d' Analyse VI, 243, ferner: Netto, Vorlesungen über 
Algebra § 272. 
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Aus (2) folgt: 
(3) 



abo muß, wenn a:«+i » Xi sein soU, die Gleichung 
erfüllt sein, die sich wegen 

(4) Zn = d' Zn-1 - Zn^2 

auch in der Form 

Zn-i[{d + Xt) Xi + 1] = 

schreiben läßt. Wäre {d + Xi)Xi + 1 = 0, so würde schon a^ = r, 
sein, so daß also die notwendige Bedingung dafQr, daß x^+i = a:i (n> 1) 
wird, Z»- 1 = ist. Diese Bedingung ist aber auch hinreichend, da^ 
wenn sie erfüllt ist, wegen (4) sich aus (3) Xn^i = Xt ergibt. Weiter 
folgt, daß, wenn Xn-\.i == Xi für irgend einen bestimmten Wert von x^ 
(« > 1) ist, diese Gleichung für jeden beliebigen Wert von Xi gilt 
Vergleicht man dies Ergebnis mit dem obigen, so folgt, da Zn^i 

eine ganze Funktion (n -— l)ten Grades ist und die cos — (i = 1, 2, • • -, 

w — 1) sämtlich verschiedene Werte haben, daß, wenn %n{x) den Zahler 

des nten Nähemngshrwihes für den KeUenbruch x i bedeutet, die 

SD ~~~ • — 
SC . 

■ 

Gleichung Xn (^) ^0 die WiM'zdn x^ 2cos , (k^l,2, • • •, n) he- 

sitzt. Dasselbe Ergebnis habe ich auch direkt aus der Rekursions- 
formel (4) abgeleitet. 

Betrachtet man (1) als Yerwandtschaftsgleichung zweier projektiver 
Punktreihen auf demselben Träger, die Xk als Abscissen von dem einen 
der Gegenpunkte aus, so ist d der Abstand dei letzteren, — 1 die 
Potenz der projektiven Beziehung, deren absoluten Betrag man, ohne 
der Allgemeingültigkeit Eintrag zu tun, als Maßeinheit fiir die Strecken 
benutzen kann.' Unser Ergebnis besagt dann, daß jene Projektivität 
dann und nur dann cyklisch von nter Ordnung ist, wenn bei Benutzung 

jener Maßeinheit der Abstand der Gegenpunkte d = 2 cos — Qc relativ 

prim zu n) ist.^) Der negative Wert — 1 für jene Potenz entspricht 
dabei der bekannten Bedingung, daß einförmige nicht involutorische 
cyklisch projektive Grundgebilde gleichlaufend sein müssen. 

Frankfurt a/M., den 19. August 1902. 

1) Vgl. Steiners Vorlesungen über synthetische Geometrie 11. 8. Aufl. S. 606. 
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Zur Note des Herrn J. Knoblauch: 
Ein einfaclies System flächentlieoretisclier Grnndformeln. 

Von R. V. Lilienthal in Münster i/W. 

In den Sitznngsbericliten der Berliner Mathematischen Oesellschaft 
(II. Jahrgang^ S. 1, Sitzung vom 26. November 1902) ist eine Note 
des Herrn Knoblauch ;;Ein einfaches System flächentheoretischer 
Gnmdformeln'^ erschienen^ die mich zur folgenden Erklärung nötigt. 

!• Die von mir in der Differentialgeometrie angewandten Operationen, 
die ich 1896 in meiner Schrift ^^Grundlagen einer Krümmungslehre der 
Kurvenscharen" (vgl. Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften 
ni D 3, S. 125) mit dem Namen ^Ableitungen nach der Bogenlänge 
einer Kurve" belegt habe, setzen zu ihrer Benutzung in der Flächen- 
theorie keinerlei Spezialisierung der krummlinigen Koordinaten voraus 
und fallen, wenn sie mit HUfe der Bogenlängen der Krümmungslinien 
gebildet werden, mit den von Herrn J. Knoblauch mit O^fp be- 
zeichneten Operationen zusammen. 

2. Das von Herrn Knoblauch in der fraglichen Note angegebene 
System flächentheoretischer Grundformeln ist ein besonderer Fall des 
allgemeineren Systems, das ich in der genannten Encyklopädie (HI D 3, 
S. 161) skizziert habe. Man braucht bloß die Krümmungslinien in 
dem dort gebrauchten Sinn zu Koordinatenlinien zu nehmen, um die 
fraglichen Formeln zu erhalten, von denen die imter (1), (2), (3) von 
Herrn Knoblauch angeführten a. a. 0. S. 164 sogar verzeichnet sind. 
Die von Herrn Knoblauch unter (I), (II), (IH) angeführten Formeln 
besonders zu erwähnen, lag kein Orund vor, einmal, weil sie bei ihrer 
Yeröffentlichung im Jahre 1893 nach meinen Arbeiten über die 
Krümmungslehre der Kurvenscharen (Math. Ann. 82 (1888), 38 (1891)) 
nicht mehr neu waren, und dann, weil auf die betreffenden Arbeiten 
des Herrn Knoblauch aus den Jahren 1893, 1895 bereits in der 
Encyklopädie (I B 2, S. 384, Fußnote 547) hingewiesen war. 

Münster i/W., 11. März 1903. 
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AusziLg ans einem Briefe an Herrn E. Jahnke. 

Von J. Knoblauch in Berlin. 

. . . Sie haben mir vor kurzem von einer Erklärung Kenntnis ge- 
geben^ zu der sieb Herr R. y. Lilien tlial auf Grund meiner Mitteilung 
in den Sitzungsberichten der Berliner Mathematischen Gesellschaft, 
U. Jahrg. (1903); S. 6 — 10 veranlaßt sieht. Nunmehr beabsichtigen 
Sie diese Erklärung im nächsten Hefte des Archivs für Mathematik 
und Physik abzudrucken und ersuchen mich um eine Äußerung dazu, 
mit dem Bemerken, daß den Lesern des Archivs eine solche erwünscht 
sein werde. So bitte ich Sie denn, folgendes zum Abdruck zu bringen. 

Die Richtigkeit der ersten Behauptung des Herrn v. Lilienthal 
liegt auf der Hand, und ich vermag deshalb nicht einzusehen, was er 
mit diesem Punkte seiner Erklärung bezweckt. Sollte er geglaubt haben, 
an einer Stelle, wo der Natur der ganzen Auseinandersetzung nach von 
der flächentheoretischen Literatur nach 1893 gar nicht die Rede ist — 
die Bemerkung zur Theorie der Raumkurven, a. a. 0. S. 8, Schluß des 
ersten Absatzes, steht für sich allein — , dennoch eine Erwähnung seiner 
„Krümmungslehre der Curvenscharen" von 1896 erwarten zu sollen, 
so habe ich darauf zu erwidern, daß umgekehrt in Herrn v. Lilien- 
thals Schrift eine Nennung derjenigen Mathematiker vermißt wird, 
von denen die dort von ihm angewendete Methode der Differentiation 
nach Bogenlängen herrührt. 

Auf der Hand liegend ist ebenfalls die Richtigkeit der zweiten 
Behauptung. Nur scheint Herr v. Lilienthal verkannt zu haben, daß 
seine Formeln nicht inhaltlich allgemeiner, sondern nur äußerlich kom- 
plizierter sind als die in meiner Mitteilung mit (I, H, HI) bezeichneten, 
indem sie eine Anzahl von Größen mit sich führen, die sich bei der 
Anwendung lediglich als Ballast erweisen. Zu dem ersten der beiden 
Gründe, durch die Herr v. Lilienthal die Nichterwähnung der ein- 
fachen und allgemeinen Gleichungen (I, H, IH) zu stützen sucht, ist 
zu bemerken, daß diese Gleichungen in den beiden von ihm citierten 
Abhandlungen gar nicht vorkommen. In den Formeln, auf die Herr 
V. Lilienthal sich offenbar bezieht, fehlt, von anderen notwendigen 
Veränderungen abgesehen, gerade das Entscheidende, nämlich der Über- 
gang von den Differentiationen zu kovarianten Operationen; sieht man 
aber hiervon ab, so liegen die Formeln bereits lange vor 1888 in der 
flächentheoretischen Literatur vor. 
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Im übrigen verziclite ich auf eine Ejitik des VersuclieS; die Weg- 
lassnng gewisser Ergebnisse aus einem encyklopädiscben Werke dadurch 
zu rechtfertigen ; daß sie zu einer bestimmten Zeit nicht mehr neu 
wareu, ebenso wie auf eine Beurteilung des zweiten von Herrn y. Lilien- 
thal hierfür noch aufgeführten Grundes, und überlasse jedem, aus der 
Fußnote 347 des Berichtes über Invariantentheorie von den in Rede 
stehenden Formeln Kenntnis zu erlangen. 

Was endlich die in meiner Mitteilung mit (1, 2, 3) bezeichneten 
Formeln betrifft^ die Herr t. Lilienthal in seine Erklärung einbezogen 
bat, obgleich ich nirgends behauptet habe, daß auch diese fundamen- 
talen Relationen in der Encyklopädie fehlten, so gestatte ich mir bei 
dieser Gelegenheit zu bemerken, daß auf der von Herrn y. Lilien thal 
citierten Seite eine Angabe darüber, wer diese Formeln zuerst auf- 
gestellt hat, wohl an ihrer Stelle gewesen sein würde. 

Berlin, den 23. Mai 1903. 
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B. Fricke und F. Klein. Vorlesungen über die Theorie der ante* 
morphen Funktionen. Zweiter Band: Die funktionentheoretischen 
AusfQhrungen und die Anwendungen. 1. Lieferung: Engere Theorie der 
automorphen Punktionen. Leipzig. B. G. Teubner. 1901. 

War der erste Band (1897) [siehe die Besprechung von Herrn 
Wirtin ger in der „Zeitschrift für Math." 44, 1899, p. 63 und auch die des 
Referenten in den „Fortschritten der Math." 28, 1897 [1899], p. 334] der 
aUgemeinen Grundlegung der Theorie der automorphen Funktionen gewidmet, 
so bringt die vorliegende erste Liefenmg des zweiten Bandes, die zugleich 
dessen ersten Abschnitt bildet, die Ausführungen im einzelnen. Beginnen 
wir mit einer kurzen Übersicht. Der Stoff wird in vier Kapitel gegliedert. 

Ln ersten Kapitel werden die Begriffsdefinitionen, die Existenz- und 
Eindeutigkeitstheoreme der automorphen Funktionen nebst deren wirklicher 
Herstellung behandelt, sowie ihre Grundeigenschaften entwickelt, überdies 
werden die zu jenen Funktionen inversen ^^polymorphen^ Funktionen be- 
grifflich festgelegt und deren Differentialgleichungen untersucht Das zweite 
Kapitel studiert entsprechend, vermöge konsequenter Benützung homogener 
Variabein, die automorphen Formen^ insbesondere fttr das Geschlecht Null. 
Ein besonderes Interesse nehmen hierbei die emdetäigen Formen in Anspruch. 

Das dritte Kapitel beschäftigt sich mit der expliziten Darstellung der 
automorphen Gebilde des Geschlechtes Null durch die Poincar eschen 
Reihen, wobei deren Konvergenz eingehend erforscht wird, nebst ihrem Ver- 
halten in singulären Punkten. Es gelingt die Konstruktion solcher Reihen, 
die nur einen Pol besitzen. Vermöge dieser Poincar eschen Reihen und 
der ^^Elementarformen^^ wird die Darstellung beliebiger automorpher Formen 
des Geschlechtes Null ermöglicht. 

Erweiterungen auf ein beliebiges Geschlecht p werden im vierten Kapitel 
gegeben. Eine zur vorgelegten Gruppe F gehörige unverzweigte automoiphe 
Form wird durch die ^^Primr^^ und „Grundformen^*' dargestellt. Die Existenz 
der eindeutigen Formen bei gegebenem „MuUipUkatorsystem" wird nach- 
gewiesen. Die Po ine arischen Reihen und Elementarformen werden soweit 
untersucht, daß sie zur Darstellung einer beliebigen automorphen Form 
dienen können. 

Wenn wir nunmehr ausführlich auf den Gegenstand eingehen und 
nach Möglichkeit versuchen, dem Leser ein Bild der leitenden Gedanken- 
gänge zu entrollen, so bedarf das, ganz abgesehen von der Bedeutung der 
entwickelten Theorien, gerade bei der Eigenart des vorliegenden Werkes 
(ebenso wie der voraufgehenden) kaum einer Rechtfertigung. 
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Wie ein modemer Feldzug unter sorgfältiger Benützung aller Errungen- 
schaften der Technik und der Naturwissenschaften geführt wird, so lag es 
den Verfassern daran, beim Aufbau ihrer Theorie alle Hilfsmittel, mögen 
sie der Analjsis, Geometrie, Algebra und Zahlentheorie, Analysis situs und 
mathematischen Physik angehören, heranzuziehen, die sich irgendwie als 
fordernd erwiesen, und sie in ihrer gegenseitigen Durchdringung zu verfolgen. 
Es ist dabei durchaus anzuerkennen, daß sie auch die Darstellung so ge- 
wählt haben, daß die Gedankenentwicklungen, von denen sie bei Aufßndung 
der neuen Sätze geleitet waren, auf das deutlichste hervortreten. So darf 
das Werk als ein in seiner Art ganz einheitliches gelten. Andererseits soll 
keineswegs geleugnet werden, daß eine zweite ergänzende Darstellung, die 
sich ausschließlich analytischer Methoden bediente, für die Wissenschaft von 
höchstem Nutzen sein würde. 

Sei dem, wie es wolle, jedenfalls hat sich der Leser des Werkes einer 
nicht unbedeutenden, wenn auch überaus lohnenden Anstrengung zu be- 
fleißigen, um die Hauptwege, die durch das vielfach verschlungene Ganze 
hindurchführen, im Auge zu behalten. Wir sehen es daher als eine Haupt- 
au%abe an, dem Leser dieser Besprechung jene Arbeit zu erleichtem, um 
ihn so zum Studium des Werkes selbst anzuregen. 

Der erste Band wurde beherrscht durch den Begriff einer ^^eigenthck 
diskantinuierUdien^^ Gruppe F linearer Substitutionen einer komplexen 
Yariabeln f und deren ,^lyg<m-* resp. „Polyedernetzen". Ist jetzt eine 
solche Gruppe F vorgelegt, so fragt man nach (linear) automorphen Funktionen 
z = ^{t\ d. h. nach solchen Fimktionen, die ihren Wert nicht ändern, falls 
man ^ einer Substitution von F unterwirft. Umgekehrt geht dann die inverse 
Funktion f = f(e) bei geschlossenen Umläufen von e in lineare Funktionen 

?' = ^[T ^ ihrer selbst über und wird daher als (linear) polymorphe 

Funktion bezeichnet. Hierbei findet die Beschränkung auf ^^Polygongruppen^'' 
statt, d. h. es werden solche Gruppen F ausgeschlossen, die erst im Innern 
des ^- Halbraumes (und nicht schon in der ^- Ebene) eigentlich diskon- 
tinuierlich sind. 

Sei N ein „Netz" von Polygonen P^, Pj, . . . von F; F wird gebildet 
durch die Substitutionen Fq, Fj, . . ., die Pq in P^, Pj, . . . überfElhren. Das 
Polygon Pq soll jedoch nur en^ch viele Seiten haben, d. h. es soll F aus 
endlich vielen ^^Erzeugenden^^ hei'gestellt werden können. Die Seiten von 
P^ sind Kreisbögen. Pq besitze n „CyJclen" „fester" Ecken, und die aus Pq 
durch Zusanmienbiegung entsprechender Bandkurven entstehende geschlossene 
Fläche besitze das Geschlecht p. Pq und F erhalten damit den „CharaMer** 

(p, n), Pq heißt „Fundamentälbereich" von P. Ist jetzt F;^ = f *' ^* J 

irgend eine Substitution von P, so ist des näheren die oben eingeführte^ 
zu F resp. Pq gehörige automorphe Funktion 9 (f) eine analytische Funktion 

derart, daß für fj == — ^ . ■, : 

9>(ik) == 9>(^) (*=o,i,2...) 

wird, d. h. es soll g> (f), von irgend einem Punkte ? von Pq bis zum 
homologen Punkte f^ von Pj^ analytisch fortgesetzt, seinen Anfangswert 
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wieder erreichen. Übrigens soll q>{t) in Pq keinen wesentlich singulären 
Punk^ besitzen und daselbst unverzweigt und eindeutig sein, Forderungen, 
die durch die Natur der zugehörigen Potenzreihenentwickelungen festgelegt 
werden (§ l). Die festen Eckpunkte £^ von Pq dürfen als „elUptischef' oder 
„parabolischef* gewählt werden; ein bei ^ durch einen hinreichend kleinen 
dreieckigen Sektor 8 ausgeschnittenes Stück von Pq stellt die Umgebung 
von £^ dar, die auf die Fläche eines einfach und vollständig bedeckten Kreises 
abgebildet wird. 

Die Existenz der Funktionen gründete Klein auf die allgemeinen 
B i e m a n n sehen Eo^stenetheoreme , die durch H. A. Schwarz und 
C. Neumann sicher gestellt waren. Es werden die reellen Teile von 
Funktionen von t "^ I + ^^ ^^^ Grund der Lösung der ^^Randwertaufgaben 
als „logarithmische Potentiale^ ^i'^tV) konstruiert, zuvörderst für kreis- 
förmige Bereiche, sodann vermöge des „Oremuberganges durch aUemierendes 
Verfahren'' auf zusanunengesetzte. 

So wird das Innere von P^ ,4(ichjnegelartig" ndt endlichvielen Kreis- 
scheiben überdeckt. Auf Pq und u werden sodann alle V ausgeübt Die 
analytische Fortsetzung eines u über den Band in ein benachbartes Polygon 
führt dann von selbst zu dem dort erklärten Potential. Die Funktion u 
ist dann ein „atäamorphes Poteniial'% das als ein zu Pq gehöriges „Elementar- 
Potential 2. GcUtu/ng" bezeichnet wird (§ 2). Man bilde nunmehr das zu 

u (J, rf) ,Jumjt*giert&' Potential v (J, i?) = I ( o-* ^i? — g— d^j , wo die feste 

untere Grenze in Pq liege, und die Integrationsbahn im Innern von N verlaufe. 
Das Differential dv hat ebenfalls automorphen Charakter, v dagegen wird 
sich bei Fortsetzung bis zu einer äquivalenten Stelle nur erst bis auf eine 
reelle additive Konstante reproduzieren. Ein auf F geschlossener Umlauf, 
der sich auf einen Punkt zusanmienziehen läßt, liefert in N einen Weg mit 
verschwindendem v =Cdv^ wenn die Rolle der den festen Ecken in Pq ent- 
sprechenden Stellen q, . . ., e„ genügend berücksichtigt wird. Für j? = 
läßt sich jeder Umlauf auf F stetig auf einen Punkt zusammenziehen; dann 
ist auch V automorph und damit auch 9> ({[) ^= ti -f it;, wo 9 noch an einer 
willkürlich gewählten Stelle in Pq einen Pol erster Ordnung besitzt, sonst 
aber daselbst stetig ist. 

Für J7 > gibt es aber Umläufe auf F^ die sich nicht auf Punkte 
zusammenziehen lassen; ein solcher läßt sich aus 2p elementaren Umläufen 
herstellen. Der Ausdruck Z ^=^ u + iv hat dann auf F den Charakter eines 
„Elementarintegrals 2. GaUting'% das einen Pol 1. Ordnung und im übrigen 
rein imaginäre Perioden aufweist. In einem linearen Aggregat der Form 
c^Z^-\- ..,-{■ cZ lassen sich, falls ^l > 2jp, die Konstanten so bestimmen, 
daß dasselbe wiedertun eine automorphe Funktion tp liefert (die mindestens 
zwei einfache Pole in Pq besitzt). 

Damit ist für jede Gruppe F die Existenz automorpher Formen er- 
wiesen (§ 3). 

Indem Pq auf eine geschlossene Rie mann sehe Fläche abgebildet wird, 
ergibt sich in bekannter Weise die Anzahl ^ der einfachen Pole von 9>(t) 
gleich der der Nullpunkte; q> nimmt daher jeden vorgegebenen Wert an 
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ft Stellen in Pq an. Die Zahl (i heißt Wertigkeit von 9. Somit wird Pq 
durch die Funktion Z'^q>{t) &^ ^^^^ gewöhnliche |x-hlättiige Riemannsche 
P^he F der Variabein z vom Geschlecht p abgebildet (§ 4). 

Dabei erweist sich g> \t{zy\ als eine zu F gehörende algebraische 
Funktion (§ 5), und umgekehrt, bedeutet w(z) eine algebraische Funk- 
tion auf F^ so ist t^[^(^)] eine automorphe Funktion in Pq {Existenz- 
iheorem). 

Für I? = gibt es cx)* einwertige Funktionen, die „Hauptfunktionen*^, in 

der Gestalt ^^^^ (ad -bc + 0). 

Zwischen zwei Funktionen 90^, (f^ von F mit den Wertigkeiten ft^, fi^ 
herrscht eine algebraische Relation G^*^* ^^^{"Pv 9^2) ^ ^- ^®^ gegebenem tp^ 
ist 97} so bestimmbar, daß G irreduzibel wird, dann läßt sich jede Funktion 
g> von r rational durch (p^, (p^ darstellen, und umgekehrt (im besondem für 
p ^= durch eine Hauptfunktion q>^). 

Da sich in der Umgebung eines Grenzpunktes von N unendlich viele 
Polygone Pk zusammendrängen, so ist jeder Grenzpunkt von N ein wesent- 
lich singulärer Punkt und die Grenzkurven von N bilden eine natürliche 
Grenze von tp. Innerhalb P^ und überhaupt N ist 9 eine eindeutige 
Funktion von ^, sodaß eine algebraische Funktion von z auf F eine ein- 
deutige Funktion von f wird (§ 5). 

Für die Klassifikation (§ 6) der Funktionen q> ist, außer funktionen- 
theoretischen Gesichtspunkten, die früher durchgefährfce Klassifikation der 
Gruppen F maßgebend. Die Klasse der elementaren Funktionen tp umfaßt 
die rationalen, die elementartranscendenten und die doppeltperiodischen 
nebst verwandten Funktionen. Es werden drei Unterklassen unterschieden: 
die cjklischen (zu cyklischen Gruppen F gehörigen) Funktionen, die der 
regulären Körper und die doppeltperiodischen Funktionen. Die ersteren 
sind wiederum wesentlich verschieden, je nachdem die Gruppen F aus ellip- 
tischen resp. parabolischen, oder aber aus hyperbolischen resp. loxodromischen 
Substitutionen bestehen. Die doppeltperiodischen Funktionen zerfallen in 
solche mit additiven und solche mit multiplikativen Perioden, die sich 
übrigens durch eine logarithmische Transformation auf einander zurück- 
fahren lassen. 

Die Klassifikation der höheren q> stützt sich auf eine im Sinne der 
Analysis situs durchgefElhrte Untersuchung der ,^iyperbolischen Botati(mS'*'\ oder 
„Hauptkreisgruppen''^ (§ 7). Die höheren 9 zerfallen zunächst in zwei Haupt- 
klassen, jenachdem sie einen Hauptkreis besitzen oder nicht. Die Haupt- 
kreisfunktionen sind entweder solche mit „GrenzJcreis** (die wiederum nach 
Gf schlechtem , Gattungen und Famüien getrennt werden), oder aber solche 
mit isoliert liegenden Grenzpunkten (die analog eingeteilt werden). . Die 9 
ohne Hauptkreis haben entweder unendUch viele isolierte Grenzpunkte, oder 
aber eine (nicht analytische) Grenzkurve, oder schließlich unendlich viele 
Grenzkurven (§ 8). 

Nunmehr werden (§ 9) die Integrale der automorphen Gebilde heran- 
gezogen: J'(f) ^^jBiw, z)dz, wo R eine rationale Funktion bedeutet. Wie 
nun ein elliptisches Integral 2. Gattung eine eindeutige Funktion vom zu- 
gehörigen Integral 1. Gattung ist, so sind im Falle einer einzigen Grenz- 
kurve von N, die automorphen Integrale 1. und 2. Gattung eindeutige 
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Funktionen von t; ein solches ändert sich nicht gegenüber den elliptischen 
und parabolischen Erzeugenden V und nimmt bei einer der übrigen einen 
additiven Periodenzuwachs an (§ 9). 

Komplizierter verhalten sich die Integrale 3. Gattung, wo die Fälle 
eines einfachen und mehrfachen Zusammenhanges von N zu unterscheiden sind. 

Der Satz von der Eindeutigkeit der Integrale J{t) ^^ßt sich noch 
weiter ausdehnen. Im Falle einer einzigen Grenzkurve ist eine Funktion 
von f , die auf F — abgesehen von den Stellen e — höchstens polar un- 
stetig ist, in ^ eindeutig, wenn sie sich in jeder, einer elliptischen Ecke 
der Periode l^ entsprechenden Stelle nach /^-fachem Umlauf reproduziert 
(§ 10). Hierher gehören u. a. die Lösungen linearer homogener Differential- 
gleichungen, deren Koeffizienten auf F algebraisch sind. Die zu einem 
„Fundamentalsystem" gehörigen eindeutigen Funktionen substituieren sich 
linear homogen gegenüber F. 

Nunmehr werden die polymorphen Funktionen f (jer) = f(e) auf F in 
Betracht gezogen (§ 11). 

Aus f geht vermöge 5'(f) = ^y^ta ®^°® analytische Funktion f ' = S(i) 

hervor, die derselben Klasse zugewiesen wird, so daß es (bei komplexen 
Parametern a : b : c : d) oo^ polymorphe Funktionen ^ einer Klasse gibt. 
^ ist nur in den Ecken e^ verzweigt. Das Hauptproblem ist, ob auf jeder 
Riemann sehen Fläche polymorphe Funktionen bei willkürlich gegebenen 
Verzweigungsstellen e existieren? Hier sind die Fälle zu trennen, wo Pq 
einen Grenzkreis besitzt oder nicht. 

Zuvörderst wird festgestellt — auf Grund der Invarianz des Schwarz- 

sehen Differentialausdrucks [f], = p — - {y\ — daß die f einer und 

derselben Klasse Integrale einer Differentialgleichung 3. Ordnung [f]^ = -R(<^> J^^) 
sind, wo H eine gewisse algebraische Funktion der Fläche ist. 

Am Schlüsse des ersten Kapitels wird betont, daß die meisten oben 
aufgestellten Begriffsbestimmungen und Methoden auch für mehrdeutige 
Funktionen gültig sind. 

Das zweite Kapitel bringt die formentheoretischen AusfElhrungen im Falle 
jp » 0^ wie sie durch den ersten Band und die „Modulfunktionen" vor- 
bereitet waren. 

Historisch ist ja auch das Studium polymorpher Formen bei Riemann 
und Schwarz das frühere gewesen. Es werden automorphe und polymorphe 
Formen eingeführt — nicht, wie bei Poincare durch Reihen (Kap. TU) — 
sondern direkt aus den automorphen Funktionen durch einen gewissen 
Differentiationsprozeß gebildet. 

Voran geht eine Orientierung über die zugehörigen Fundamentalbereiche 
(§ l) und eine Zusammenstellung von Hilfssätzen über homogene Variable, 
Substitutionen und Gruppen (§ 2). Für ti : J^ ~ ? werden fj, fj so gewählt, 
daß f auf JV beschränkt bleibt („erlaubte Wertepaare" fj, fj). Die homogenen 
f -Substitutionen ?7: fj = «fj -f jSfg, t^ = yfi + ^?2 sind unimodular gedacht; 
die nicht homogene Gruppe F ist dann zur homogenen 1-2-deutig homomorph. 
Die y.primäraf* Relation F^ F^ . . . F„ = 1 zwischen den Erzeugenden V er- 
hält jetzt die Gestalt: t/jZ/j . . . Z7^ =* (— 1)", wo — 1 der Substitution 
ti = — ?!, ?i =* — ^2 entspricht. 
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Eine automorphe Form (§ 3) <p^ {tv t^) '^ 9> ^ ^^^ homogene Funktion 
der „Dimension'' d (wo d rational); q> soll für aUe erlaubten J;^, {;, erklärt 
und unverzweigt sein. q> heißt an einer Stelle (J^^\ t^^) unveretceigft, wenn 
(fjOf, — J««i)~*9j wo «1 : «^ + £*J* : J'J^ eine unverzweigte Funktion von 
^ ist. Längs eines Weges von einem Ausgangswert (£^, ^2) ^^ einem bez. 
ü äquivalenten ist 9) eindeutig fortsetzbar und soll daselbst bis auf eine 
multiplikative Eonstante fi den Anfangs wert wieder annehmen: 

9> («ti + |5?8, y?i + Stf) =- (i(p (ti, ti)' 

Die VeraUgemeinerung gegenüber den automorphen Funktionen q>(i) liegt 
einmal in dem „Multiplikator** fi, sodann aber darin, daß von der Forderung 
der Eindeutigkeit der Formen fp^ (^i^^ t^ zimächst ganz abgesehen wird. 
Bei gebrochenem d ist sogar q>^ stets mehrdeutig. 

Der Quotient zweier Formen fp mit demselben d und jü ist eine auto- 
morphe Funktion des Gebildes. Der Forderung der automorphen Funktion, 
in Pq nicht wesentlich singulär zu sein, entspricht bei den Formen eine 
solche, die durch analoge Reihenentwicklungen, zugleich mit den Begriffen 
„NuGpuhkt resp. Fol m*^ Ordnung festgelegt wird. 

Die Bildung automorpher Formen (§4) geht nun so vor sich. Die 
yJHffermlidlform^ {t\^i) ^ tidj^ — J^d^^^ — ^d^ war gegenüber den 
unimodularen U von F absolut invariant. Folglich entsteht aus einer auto- 
morphen Funktion (p{t^ eine ebenfalls absolut invariante automorphe Form 

in 9)«, (f^, Ji) « ^^ = "" ^ ~W^' Für 1? = entsteht so aus der Haupt' 
funktion x? » ^({;) die Hauptform des Gebildes, die — abgesehen von n Null- 
punkten in den festen Ecken Cj^ von den Ordnungen (1 — y-j und einem 
Pole 2. Ordnung — überall in Pq endlich und von Null verschieden ist. 

Daher ist das Produkt ip^% (t^, f,)| / (^ — O '* » abgesehen von 

1 
einem einzigen Pole (von 9 (£')), iu Pq überall endlich und von Null 
verschieden. Für das Verhalten des Produktes im Pole ist die Ordnung 

n 

— = 2 — ^. (1 i-) maßgebend; die Zahl v beherrschte schon die Theorie 

1 
des Ikosaeders und besaß für die Gruppen der regulären Körper die 

Werte 2n, 12, 24, 60. Bei unendlich vielen Grenzpunkten fällt v nega- 
tiv aus. 

Die ( — -ö) Potenz e^{ti^ tj) jenes Produktes hat nur noch einen 

Nullpunkt 1. Ordnung, und ist eine unverzweigte Form der Dimension v, 
die fJPtimform" heißt (§ 5). Mit 0^ ist auch e^ = zz^ eine solche, und 
damit die ganze Schar az^ -f- bz^ = (az -f b)z^ mit dem beweglichen Null- 
punkt a : &; umgekehrt ist der Quotient zweier Primformen mit verschiedenen 
Nullpunkten eine Hauptfunktion. 

Für e^ =» e^l^ : c*J* ist {z^ e^) = z^ c' J' — z^ c^J* eine Form der Schar, die 
in der Ecke e^^ einfach verschwindet, bei einer elliptischen Ecke e^ jedoch einen 

Nullpunkt der Ordnung Ij^ hat, sodaß auch Z^ = y(z^ e^^ eine unverzweigte 
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Fonn ist, die „Grundform*' hei£t. Zwischen drei Grundformen Zj^^ Z;, Z^ be- 
steht die Relation: {e^, e^Z\^ + (c^, ej Z\' + (c^, e^ Z[^ = (§ 5). Nunmehr 

kommt das Verhalten der g?^, insbesondere der Prim- und Grundformen, 
gegenüber den U in Betracht, wobei die Mehrdeutigkeit der Formen die 
genaue Angabe des Weges verlangt, der von einem Wertepaar (J'^, ^) zu 
einem äquivalenten ({;^, ^j) fOhrt. Da q>^ das Produkt von ^ und einer 
Funktion ^(t^ von ^ allein ist, so genügt es, den Übergang von ^ zu t' 
und den von t^ zu ^^ festzulegen. Die einfachsten Übergänge dieser Art 
werden als ,jprimitivtf* Wege bezeichnet Zu diesen tritt nur noch eine be- 
liebige Anzahl c von Umläufen um den Nullpunkt t^^ hinzu. Damit 
ändert sich q>^ gegenüber U um den Multiplikator: 

nid . ^iitm , „. %inm . ^. ^ 
-— H \-2ina — \-%inda 

^ = e * * resp. jn = e ' , 

jenachdem TJ elliptisch oder parabolisch ist, falls 9 in c^^ (in Pq) einen 
Nullpunkt der Ordnung y aufweist. 

Das wird (§ 7) angewandt u. a. auf die drei Grundformen der 
,^reishogendrei€cke^\ d. h. solche mit der ,ßignatur*' (0,3; \^ Zj, ?j). Bei 
den Gruppen der regulären Körper gelangt man zu den damaligen Ergeb- 
nissen bez. der mit den Fuchs sehen Frimfortnen übereinstimmenden Grund- 
formen Z^, Zj, Z3. 

Trotzdem die Prim- und Grundformen im allgemeinen mehrdeutige 
automorphe Formen sind, dienen sie doch als Grundlage der eindeutigen 
Formen. 

q>^ heißt, für ^ == und ein ganzzahliges d, eindeutig^ wenn der zu 
einer Ü gehörige Wert von jia von der Wahl des Weges der Argumente ^i, t^ 
unabhängig ist. Besitzt N eine Grenzkurve, ist also einfach zusammen- 
hängend, so ist sogar jede unyerzweigte automorphe Form (bei ganzzahligem d) 
eine eindeutige, und solche werden zunächst betrachtet. Einem Produkt 
von U gehört als Multiplikator das Produkt der einzelnen Multiplikatoren zu. 
Bilden fi^, fc,, . . ., fi„ das „MtUtiplikatorsystem" der n Erzeugenden U|, U^^ ..., U^, 
so gelten die Relationen: ^J/ « (— 1)^, |tti . ft^ • . . ft^ = (— l)**^, wobei Mul- 
tiplikatorsjsteme für gerade und ungerade Dimension d zu trennen sind. 
Die fij^ erweisen sich also als gewisse Einheitswurzeln. 

Ein die obigen Relationen erfüllendes System M von fi ist zunächst 
nur ein „theoretisch mögliches"; es bleibt unentschieden, ob zu ihm auto- 
morphe Formen gehören oder nicht. Die bei F möglichen Systeme M 
bilden eine Ab e Ische Gruppe^ d. h. mit ft^ und fi/ ist auch jü^ jx/ ein solches (§ 8V 
Hierauf läfst sich die Anzahl der M bei gegebener Gruppe F bestinmien (§ 9). 
Eonunen l) unter den ZJ^, . . ., U^ w'^ 2 parabolische vor, so giebt es cx) "'~ * 
Systeme M\ 2) ist n' « 1, und ist U^ diese parabolische Substitution, so 
giebt es 21^1^ • • • ^„^i Systeme. Komplizierter ist der dritte Fall, wo die 

TJ alle elliptisch sind. Zuerst sei d gerade. Wird f^^ "= ^ ]J^ gesetzt, so 

ist die diophantische Gleichung >^ p » zu erfällen. Bezeichnet ^^ den 

gr. gem. Teiler von l^ und Ij^ S^^ den von 2^, Z^^, l^ etc., so erhält man nach 
Sätzen über Abelsche Gruppen durch vollstS^dige Induktion als Anzahl 
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der möglichen Jtf-Systeme: d,„ *ap.'J», <..*»*.«*.»^.«*»«'>t>.4 ^tc. ... 

Bei ungeradem d resnltiert entweder die nämliche Anzahl, oder aber 
(wofür ein einfaches Eriterinm aufgestellt wird) gar kein System. § 10 bringt 
Beispiele. 

Die Anzahl der itf-Systeme reduziert sich beim Hinzutreten „sdotmdäref* 
Relationen zwischen den 27. 

Die Frage nach der Iknstene zugehöriger automorpher Formen wird 
beantwortet durch direkte Darstellung aller unverzweigten <p^ (für |? ■= 0) 
durch die Primformen g^, e^ und die Grundformen Z^ (§ 11). Für v als 

die Dimension von g^ war — = 2 — ^^(1 — y); andererseits ist tj; ffir 

(p^ = gf'tif von der Dimension Null. Hieraus folgt, daß bei einer q>^ die 
Gesamtordnung des Verschwindens in Pq die der Pole um — übertrifft, und 

hieraus wiederum, daß eine unverzweigte <p^ von F durch ihre Nullpunkte 
und Pole bis auf einen konstanten Faktor C eindeutig bestimmt ist. 

Damit gelingt die Darstellung von 9^ in den Prim- und Grundformen: 

1 

Hier ist d = v (m + /,~7~)' ^^^ ^ Stellen x resp. die 6 Stellen y 
Bind die Nullpunkte resp. Pole ganzzahliger Ordnung von <p^ während in e^^ 

ein Nullpunkt der Ordnung p liegt (§ 11). Durch Spezialisierung für 

eindeutige Formen q>^ (mit ganzzahligem d) wird die Frage nach der Existenz 
von Formen q>^ bei gegebenem M entschieden (§ 12). 

Es wird f*4 = e '*, wo Ji^^d (mod. 2) ist. 

„Für jedes mögliche Multiplikatorsystem (ij^ und jede Dimension d — 
mit den Bedingungen l.j^^ d (mod. 2) — existieren eindeutige automorphe 
Formen. Hierbei ist R^ als rationale homogene Form der g^ , g^ von der 
Dimension m noch frei wählbar. Im besonderen existieren för jedes ge- 
rade d „eigentliche^' 9?^, d. h. zum System (ijt^ ^ gehörige, die also gegen- 
über allen U absolut invariant sind.*^ 

Besondere Beachtung verdienen die Beziehungen zwischen inversen 

Systemen fi^ (i^^ wo nämlich fi^fi^^^ 1. Mit Rücksicht auf die späteren 
Reihendarstellungen- werden zwei solche zugehörige Dimensionen dj d heran- 
gezogen, daß d -\-d ■■{' 2 == wird. Dann lehrt eine arithmetische Hilfs- 
betrachtung, daß zwischen den bez. Anzahlen m, m die Relation m -|- m 
-f/»g besteht, wo q die Anzahl der parabolischen Multiplikatoren j[»{ » 1 
ist (§ 13). Die Anzahl m der Pole einer q>^ bei gegebenen (jl^ und d ge- 
nügt der Ungleichung — ^ w ^ ^^ (1 — 2") ' *^® ^®^ ^^^^ ®^® Reihe 

von Folgerungen ziehen läßt (§ 14). 

Insbesondere ist für die gamen^ d. i. polfreien tp^ die Dimension d 
negativ. Für d^ — 2 sind Formen 9^ mit der Minimalzahl von Null- 
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punkten und Polen entweder einpolig oder ganz; nnr die eigentlichen 
9^ mit d » — 2 ohne parabolische Erzeugende sind mindestens 
zweipolig. 

Die in der obigen Produktdarstellung von g>^ auftretende Form B^ 
hat einen Zfthler von der Dimension x = m -\- a. Sind also die fi^y d und 
ö Pole 1. Ordnung beliebig vorgegeben, so muß m-\- a^O sein, und die 
allgemeinste Form <p^ läßt sich dann aus t-\-l = in-\-6-\-l partikulären 
Formen linear und homogen mit konstanten Koeffizienten aufbauen (§ 14). 
Jetzt werden auch die polymorphen Funktionen ? = /*(x'), zunächst ftbr 
Hauptfimktionen ^ = ^(f) mittels binärer („erlaubter*') Variabein ip^, e^ 
homogen gemacht (§ 15). 

Der obige Ausdruck för die Primform e^ liefert sofort die Spaltung 
von t — f{e) in ti -= /i (z^, z^\ t% = f% {h ^s), nämlich: 



?i 



Vli • Vf. ■' 



und zwar erhält man so die allgemeinsten ^j, ^|. Ihre Dimension ist 
X = — » 1 — . ö^^^ (l — r)? wo 1— ^^>^^1— j- Dabei entsprechen 

stets erlaubten Wertepaaren z^, z^ erlaubte {"j, ^. 

I^i® Sil) S% sind in der i?- Ebene nur an den n Stellen e^ verzweigt. 
Bei einem geschlossenen Umlaufe von 0j, z^ gehen die ^|, ^^ über in 
?i = «Ji + jSf,, ?2 = y?i + ^^, wo ad — ßy eine Einheitswiirzel ist. Bei 

Umläufen um die ej^ finden Besonderheiten statt. Oft ist es nach Biemann 

t 
zweckmäßig, an Stelle der £^|, ^ die Ausdrücke nullter Dimension Z^ < 



V?: 



Zq =» — ;= zu benützen, die sich unimodular substituieren. Übrigens ent- 

sprechen hier erlaubten z^^ z^ nicht mmier erlaubte Z^, Z^. Die einzelne 
Form Z der Schar ÄZ^ + BZ^ deckt sich mit der ,Jiiemannscken 
P'FunkHan". 

Die polymorphen Formen einer linearen Schar befriedigen eine lineare 
Differentialgleichung 2. Ordnung (§ 17). Durch zweimalige Differentiation 
von Z = ÄZ^ '\- BZ^ und Elimination der -4, B gewinnt man fär die Form 
Z eine Differentialgleichung der Form: Z" + J^(z) Z = 0, wo B(z) eine 
gewisse rationale Funktion von z ist. Die Funktion H=^ZO(z)^ wo 0(z) 
eine geeignete Funktion von z ist, führt zur /S^irarjerschen Differential- 
gleichung der hypergeometrischen Beihe (§ 17). 

Geht man nunmehr zu den polymorphen Formen t^ tg ^u^d ihrer Schar 
/■= -4fi + Bti über, so läuft die Ausübung von 8: zi = az^ + &z„ zi = c;?! 
-f- <^^2 nur auf eine andere Auswahl der Hauptfunktionen hinaus; die Gleich- 
berechtigung der letzteren hat also zur Folge, daß die Theorie der £^^, {;, 
gegenüber den S den Charakter der Invarianz besitzt. Es wird somit 
möglich sein, die Differentialgleichung fCLr f durch kovariante Bildungen 
(Überschiebungen) darzustellen (§ 18). Hierbei ist die v^ Überschiebung 
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f&r zwei beliebige, algebraische, oder transcendente Formen g>, '^ zu er- 
klären dnrch: 

Die Differentialgleichnng für f nimmt dann die Q estalt an: 

(A «)j + (A v\ + {f, v>\ = 0, 

bezüglich deren man die vorbereitenden Entwickelungen von Hilbert, Pick, 
Klein und Waelsch vergleiche. 

Von hier aus lassen sich für polymorphe Formen Potenzreihenent- 
wickelungen nach z^ wie auch bestimmte Integrale aufstellen. Es wird das 
für den niedersten Fall n = 3, der sich mit der Lehre von den hyper- 
geometrischen Reihen deckt, ausgeRihrt (§ 19, 20). 

Die Theorie der Poincareschen Reihen (Kap. DI) stützt sich im 
wesentlichen auf Poincare selbst, knüpft indessen vielfach gleich an ein 
automorphes Gebilde von beliebigem Geschlecht p an. Bei einer eindeutigen 
automorphen Form q>^ (^^ , £^) (für die also d ganzzahlig ist) wird die Eiiv- 
deutigJceit auch für beliebiges p dadurch definiert, daß der Multiplikator ft 
gegenüber einer U von der Anzahl des Weges unabhängig ist. Dann gilt, 
wie früher, der wichtige Satz, daß, wenn (i^ zu {7^ ft^ zu üj^ gehört, sowohl 
zu U^ Z/j, als zu Uj^ U^ der Multiplikator fl^(l^ gehört. 

Ist H^ (£';i, ^2) ^^^ homogene rationale Funktion der Dimension d, so 
wird als Poincaresche Reihe angesetzt (§. l): 

k k 

summiert über alle U^ von F. Von den Polen von H^ soll keiner mit 
einem Grenzpunkte von F zusanmienfallen. 

Es handelt sich vor allem um den Nachweis der absoluten und gleich- 
mäßigen Konvergenz obiger Reihe in der Umgebung einer beliebigen Stelle ^ 
von N (wenn man von einer endlichen Anzahl von Gliedern, die in to polar 
unstetig werden, absieht). Ist dieser Nachweis einmal erbracht, so ist leicht 
zu zeigen, daß die Reihe eine eindeutige automorphe Form g>^ bei vor- 
geschriebenem Multiplikatorsystem M und gegebener Dimension d liefert. 

Will man die Reihe in nicht homogener Gestalt verwenden, so setze man: 

dann geht 9)4(^1, ti) über in: 

k 

ZU summieren über alle V^ der nicht homogenen Gruppe F. Von hier 
aus gelangt man durch Weglassung von ^, durch Spezialisierung für ein 
gerades e? = — 2m und für das Multiplikatorsystem Mq = 1 zur Poincare- 
schen S'Ftmktion ö(J): 



®(f)=2'M^1(y*f+<^*)-^'" 
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Aus der Definition 9>(^% ^^) = ^{i^ ^s) ^^^S^ sofort: 

sodaß B(J^) gegenüber V^ nicht absolut inyariant ist, sondern einen yon ^ 
abhängigen Faktor annimmt (§ l). 

Für die Konvergenz der Reihe ftkr q>a{iv £>) ^^^^^^ ^^^^ Beweise ge- 
geben, entsprechend den beiden von Poincarä selbst für Hauptkreisgruppen 
angewandten Methoden; übrigens sollen alle \fij\ den Wert 1 haben. 

Im ersten Beweise wird, was erlaubt ist, vorausgesetzt, daß das Netz N 
wenigstens eine Grenzkurve besitzt. Da die Konvergenz unabhängig von 
einer linearen Transformation von i resp. ti9 1% ^st;, darf man den Punkt 
^ «^^ cx) außerhalb N annehmen. Es handelt sich dann für eine Stelle 
innerhalb N um die Konvergenz der Reihe: 

Zuvörderst wird gezeigt, daß die |J7(£^^))| eine angebbare endliche 
Größe nicht überschreiten. Dadurch wird die Frage auf eine einfachere 
Reihe reduziert, und deren Konvergenz stützt sich auf die geometrische 
Tatsache, daß man, den einzelnen Gliedern der Reihe entsprechend, aus N 
eine gevmse unendliche Anzahl von Teilbereichen, die nicht miteinander 
kollidieren, herausgreifen kann, daß also die Summe ihrer Inhalte eine 
endliche ist. Dies findet zunächst für d= — {f« — 4 statt, um so mehr 
aber für cI' > 4. Innerhalb N findet somit für jedes ganzzahlige d^ — 4 
unbedingte und gleichmäßige Reihenkonvergenz statt (§ 2). Das Verhalten 
der Reihe in den parabolischen Spitzen der Polygone bedarf einer ergänzenden 
Untersuchung. In einer solchen Spitze darf die Reihe keinen wesentlich 
singulären Punkt aufweisen; die Reihe stellt alsdann eine automorphe Form 
dar, die daselbst inmier einen Nullpunkt besitzt Bei unbedingter Konvergenz 
der Reihe gilt das auch noch in den Fällen cf »= 3 und 2 (§ 3). Die 
Reihen mit d = — 2 sind bereits mehrfach untersucht worden. Das Netz N 
darf dann keine Grenzkurve besitzen. 

Bei denjenigen Hauptkreisgruppen, die ein über die ganze Ebene aus- 
gebreitetes Netz N besitzen, sind die Reihen überall in N unbedingt und 
gleichmäßig konvergent (§ 5). 

Auch bei gewissen Gruppen ohne Hauptkreis gilt die Konvergenz 
(§ 6). Es ist wahrscheinlich, daß jene Reihen noch bei weit mehr Gruppen 
konvergent sein werden. 

Für den Hauptkreisfall wird nach Poincarä eine zweite Konvergenz- 
untersuchung vorgeführt (§ 7). Hierbei ist von Bedeutung, daß nicht nur 
das Argument {;, sondern auch die Moduln der Gruppe F als variabel an- 
gesehen werden. Ein einzelnes Gebilde dieses ,4^ontinuums^ kann durch 
ein System reeller ,Jlfoduln" ^\, . . ., ^V eindeutig dargestellt werden, zwischen 
denen sowohl gewisse Gleichungen ¥rie Ungleichungen bestehen. Umgekehrt 
gehört zu einem einzelnen Modulsystem eine ganze „Klasse äquivalenter 
Gruppen", Die frühere Theorie der Diskontinuitätsbereiche liefert das wesent- 
liche Beweismittel, daß jeder stetigen Abänderung der Moduln eine stetige 
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Abänderang des Fandamentalbereiches entspricht. Das wichtigste Moment 
des Beweises ist aber nach Poincare die Einführung der hyperbolischen 
Maßbestimmnng f&r das Innere des Hauptkreises, bei der dessen Funkte 
die Rolle der unendlich fernen Elemente spielen. Man kann dann wiederum 
im Innern eines Kreises von angebbarem endlichen Badius den Gliedern 
der Beihe nirgend mit einander kollidierende Teilbereiche zuordnen, so daß 
also, wie beim ersten Beweise die Sunmie der euklidischen Inhalte, jetzt 
die Summe der hyperbolischen Inhalte jener Bereiche eine endliche ist. 
Damit l&ßt sich aber die Beihe unter eine konvergente geometrische Beihe 
herunterdrClcken. 

So ergibt sich, daß die Po incar Aschen Beihen der Dimension 
d <[ — 2 für alle Hauptkreisgruppen F in der Umgebung der repräsentierenden 
Gruppe Fq und fOr alle Punkte i in der Umgebung eines Anfangswertes ^ 
unbedingt und gleichmäßig konvergieren. Durchläuft Fq die ganze Fandlie 
von Hauptkreisgruppen, so ändern sich auch die „algebraischen ModttM* 
des automorphen Gebildes stetig, d. s. einmal die Biemann sehen Elassen- 
moduln des zugehörigen algebraischen Gebildes, sodann die äbsoltäen In- 
varianten der den festen Poljgonecken entsprechenden Stellen des Gebildes. 

Die weitere Untersuchung dreht sich um die Bedingung der Möglichkeit, 
daß die oben konstruierte, eine automorphe Form der Dimension d und 
des Multiplikatorsystems M darstellende Beihe identisch verschwindet (§ 8) 
(was in Folge linearer Identitäten zwischen einer Anzahl automorpher 
Formen eintreten kann). Dies findet indessen sicher nicht statt, wenn die 
Reihe im Fundamentalbereiche wenigstens einen Pol besitzt. 

Um daher zu entscheiden, wann eine beliebig gewählte automorphe 
Form 9>j zulässiger Dimension d (und mit Nullpunkten in den parabolischen 
Spitzen) durch eine Po ine arische Beihe darstellbar ist, werden die ein- 
poligen Beihen in den Mittelpunkt der Untersuchung gestellt (§ 9), wobei 
gleich Gebilde eines beliebigen Geschlechtes p zu Grunde gelegt werden. 
Der beliebig in N vorgeschriebene Pol sei £ = (S^, Ij)* 
Es besitze N zunächst mindestens eine Grenzkurve. Ist dann Hd-{-\ (ti» 1%) 
eine rationale Form, dessen Pole aufserhalb N liegen, so wird durch 

^ ^^ * — ^ (lui) ^^ * für d ^ — 4 eine einpolige Beihe der gewtinschten 

Art geliefert; am einfachsten wählt man H^j^i als reziproken Wert einer 
ganzen Form. Bedeckt dagegen N die ganze {'-Ebene, so hat Hd-\.i sicher 
Pole innerhalb N. Dann läßt sich aber — mit alleiniger Ausnahme des 
Falles d» 2, ilf ^ 1 — die Form H so bestimmen, daß sich eben diese Pole 
heim Smnmieren der Beihenglieder gerade fortheben. Der Pol ^ darf auch in 
eine elliptischen Ecke rücken (§ 10). Um dagegen das Verhalten in para- 
bolischen Ecken zu erkennen, bedarf es der Einführung der Ulemenlarformen 

Ä(fi, f,; £i 7 S>) =^ H V ^^)^ g^^^ ^ j ^g' ^. , die aus der obigen Beihe 

durch Zusatz des von fj, fj unabhängigen Faktors -^ r — — hervorgeht. 

Bei Annäherung an den Pol § gilt die Grenzgleichung: lim [({, |) il] » 1. 
Man gewinnt nun einen größeren Gesichtspunkt, indem man neben \^^ ^9, 
auch Ij, §2 ^s beweglich in N ansieht: Als Funktion der | ist il, abgesehen 
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von gewissen Polen, überall in N eine stetige analytische Form der nicht- 
negativen Dimension d = — d — 2 und des inversen Mnltiplikatorsystems M. 
Nunmehr läßt sich die Annäherung von ^ an eine parabolische Spitze yerfolgen 

(§ 12), indem für ^^^ eine in der Umgebung derselben gleichmäßig kon- 

yergente, nach Potenzen von e^ fortschreitende Entwicklung gewonnen wird. 

Übt man jetzt eine Operation Üf von F auf die ||, ^ aus, so stellt 

Sl in gewissen Fällen auch in 1^, 1, eine automorphe Form mit M dar; 
für !> = findet das dann und nur dann statt, wenn m = — 1 ist. 

Indessen werden gerade die Fälle, wo il in den § nicht automorph ist, 
nach Poincare die wichtigsten. 

Hier läßt sich {7^, wodurch Sl in Sl^ übergehe, so auswählen, daß 
Q,^ — Sl eine polfreie, nicht identisch verschwindende Poincare sehe Beihe 
wird, womit ein erstes Beispiel einer solchen Beihe gewonnen ist. 

Hieraus folgt für l> =» 0, daß man für jedes mögliche d und M — 
falls überhaupt ganze automorphe Formen mit Nullpunkten in den para- 
bolischen Spitzen existieren — stets nicht identisch verschwindende polfreie 
Poincaresche Beihen bilden kann (§ 13). 

Wie läßt sich nun eine beliebige automorphe Form durch die Sl und 
damit durch Poincaresche Beihen darstellen? (§ 14) 

Sei zunächst (für p ^^ 0) eine negative Dimension d vorgelegt. Eine 
zugehörige g>^ (f|, tf) habe einfache Pole. Man bilde die entsprechenden 
Elementarformen Ä^); dann lassen sich 6 Eonstante Ä^^ so auswählen, daß 
g>^ — £Ä^^Sl^*^ polfrei wird. Damit ist 97^ bis auf eine additive ganze automorphe 
Form durch eine Poincaresche Beihe dargestellt. Analog läßt sich bei nicht 
negativer Dimension d q>^ durch die Sl als Formen der |^, 1, ausdrücken. 

So ergibt sich durch Zusammenfassung der fundamentale Satz, daß 
jede in etwaigen parabolischen Spitzen verschwindende ganze automorphe 
Form von F durch eine Poincaresche Beihe darstellbar ist. Historisch 
wird bemerkt, daß die Sl in nicht homogener Gestalt bei Poincare als 
^^üement svmplef* auftreten. Bitter hat sie dann formentheoretisch durch- 
gebildet, und seine Theorie haben die Verfasser vereinfacht und weiter entwickelt. 

Das vierte Kapitel ist Ausdehnungen auf ein beliebiges Geschlecht p 
gewidmet. Eine erste Hauptschwierigkeit liegt hier in der Herstellung 
einer Primform. Eine zu einem algebraischen Gebilde des Geschlechtes p 
gehörige f<7- wertige Funktion z werde auf der Biemannschen Fläche F^ 
studiert. Die Grenzen a;, y, wie die Parameter |, 17 des NormaUntegrals 

3. Gattung TTf'^ werden je durch eine Linie Lj j4 verbunden, die als 

Integrationsbahnen dienen. TT läßt sich dann in die homogene Gestalt 

des Doppelintegrals setzen: i I , ^, , (ip, dz) (0', dz'), wo V als Funktion 

y n 
von z und von z eine algebraische Funktion des Gebildes ist. 

Die El ein sehe JMmform K{x,y) ist definiert durch: £"(0?, y) = 

Y — (äJ, dx) {y, dy) e '*^ (lim dx = 0, dy ^ 0); man hat 

TT/ «»Ig xr/ N r^/ ^x » Bitter konstruiert daraus die Primform P(z,e): 
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P (g, e) = K (z, ew -tt? t^t — ^^i^ vi \ « die an den w Un- 

endlichkeitsstellen oo^ je einen Pol 1. Ordnnng bestzt, von der Dimension 
— ist, überall stetig ist, und nur an der einen willkürlichen Stelle e einen 

Nullpunkt aufweist. Nicht nur die Penodizit&tseigenschaften dieser 

Hiiterschm Primform sind besonders einfach, sondern auch ihr Verhalten 

(sogar das von \gP{8,ej) gegenüber geschlossenen ümlftufen der Stelle x. 

Sodann werden die polymorphen Formen untersucht. ^ » f{e) ist 

auf F^ eine polymorphe Funktion; die Formen Zi= f:l/-p, Zg == l'l/^ 

des Kap. 11 substituieren sich bei ümlftufen von z xmimodular, genügen 
aber noch nicht der Forderung, bei beliebigen Wegen stets „erlaubte^ Werte- 
paare zn sein. 

Das Differential dz hat an jeder Stelle oo Ton F^ einen Pol 2. Ord- 
nung, und in jedem A^i-blftttrigen Yerzweigungspunkt v^ einen Nullpunkt der 
Ordnung (Jc^ — 1). Die davon herrührenden gemeinsamen Pole und Null- 
punkte Yon Z|, Zg sind als zufällige wieder zu entfernen. Man föhre 
daher anstatt dz das „überall endliche und nicht yerschwindende^' Differential 
dw^ Yon der Dimension 2 — 2i> ein: dw^ = (j?, d^ : P{z^ ^\f^~^ ' -PC^» ^'j )**""* ' * 
Dann gewinnt man (§ 3) in 



(, 



Y dwg y dwg 

zwei Formen der Dimension 1 — p, deren Quotient l ist, und die bei er- 
laubten z^ z^ stets nur erlaubte Werte annehmen. Dabei hatte d^ in e;^ nach 

Kap. I einen Pol der Ordnung (1 — r)- Für p = gehen jene Formen 

in die von Kap. 11 über. 

Der Quotient ih ^^ ^ reproduziert sich gegenüber Umläufen von z bis 

auf einen von z^y z^ unabhängigen Faktor und stellt nach Bitter eine 
miM,^fiXkaJ^'oe Form dar. Daher substituieren sich z^^ z^ nunmehr mit einer 
— fEb: jeden Umlauf konstanten — Determinante t*. 

Will man ^ auf die allgemeinste Art in zwei polymorphe Formen mit 
den obigen Eigenschaften spalten, so hat man den Ausdrücken für f^^, £^ 

noch einen Exponentialfaktor c**+*^»^»"' l-<?p"w^i» hinzuzufügen, wo die W ein 

System von überall auf F^ endlichen Normaüntegralen bilden und die c 
arbiträre Konstante sind (§ 3). 

Die Funktion i{z) genügte (Kap. I) einer Differentialgleichung 3. Ord- 
nung [f], « 2ä(ä, £r), wo [f], der Schwarzsehe Differentialausdruck war, i? 
eine gewisse auf F^ algebraische Fimktion. Bestimmt man die Wertigkeit, 
d. i. die Anzahl der Pole von [^]^, so ergibt sich mittels einer bekannten 
Zusammenhangsrelation die Anzahl der cuxessarischen Parameter in der Diffe- 
rentialgleichung, d. i. der durch die Pole und die bei j? » cx> gelegenen 
Nullpunkte yon B noch nicht bestimmten, zu n + dp — 3. 

Für die polymorphen Formen ergaben sich in Kap. II lineare Differential-* 
gleichungen 2. Ordnung, die man in inyariante Gestalt setzen konnte. Das 

ArchiT der Mafhematik und Pliysik. KL Beilie. Y. 20 
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findet ebenso für beliebiges p statt und wird an 3 charakteristischen Typen 
explicite durchgeföhrt. 

Es handelt sich nunmehr um die Darstellung aller unverzweigten 
automorphen Formen g><|(ti, ?j) von J^ durch Prim- und Grundformen. 
Nahm eine g>^ (Kap. IE) gegenüber einer homogenen unimodularen Substi- 
tution von r einen konstanten Faktor 2? an, so erweitert sich dieser bei 
der obigen nicht-unimodularen Substitution zu fcT^, Dies ermöglicht die Be- 
nutzung der i^^ i^ des § 3 als Argumente; q>^ wird dann eine auf F^ 
multiplikative Form, die frei von wesentlich singulftren Stellen und nur an 
den n Stellen e^ verzweigt ist. Aber auch umgekehrt liefert irgend eine, 
wie 9^ verzweigte multiplikative Form auf F^ als Funktion der f^, J^ eine 
unverzweigte automorphe Form von F. 

Daraufhin lassen sich die <p^ in allgemeinster Weise durch Primformen 

ausdrücken und so völligübersehen. Eine Primform 9, =6^+*^» ^^'^ Hp ^pF(jr^x) 

ist, wie für j? = (Eap. 11), eine unverzweigte polfireie Form mit nur einem 
Nullpunkt 1. Ordnung, die als „Gnmdfonn" für elliptische und parabolische 
Ecken noch geeignet zu modifizieren ist. Dann hat man 

und umgekehrt liefert ein Ausdruck von der Gestalt der rechten Seite stets 
eine unverzweigte q>^ (§ 5). 

Eine eindeuHge g>^ (Kap. 11) ist auch jetzt eine solche, fOr die der 
Faktor fi (gegenüber einer Substitution ü) von der Wahl des Weges un- 
abhängig ist. Den Relationen zwischen den n -{- 2p Erzeugenden von F 
korrespondieren Gleichungen zwischen den n ,,VerzweigungsmtilMplikaioren" 
und 2p ,,PeriodenmuUiplUcaioren". Wie in Eap. DI zeigt sich, wie zu jedem 
theoretisch möglichen Multiplikatorsystem M von F und zu jeder Dimen- 
sion d eindeutige automorphe Formen <p^ gehören (§ 7). 

unter den eigentlich automorphen Formen <p— 2(^1, ^2) sind die „ganzen^' 

<I>_2 wichtig. In W(f)« r<I>^2 • (?, d^) gewinnt man ein zum automorphen 
Gebilde gehörendes Integral 1. Gattung, und umgekehrt. Mithin gibt 
es p linear unabhängige solcher (P_s- 

,,Allgemeiner gibt es für jede Form (p^ nicht -negativer Dimension 
mit 5 Polen w + s— p-ftf-f-l linear unabhängige mit gleichen d und üf ; 
bedeutet die Anzahl linear unabhänger <2^_2i ^^ ^ ^^^ NuUpunkten 
einer dieser Formen zugleich verschwinden" (§ 8). 

Dieser Satz läßt sich auf Grund der kolorierten Formen g>dy tf;^, d. i. 
solcher mit inversen Systemen My M und zugehörigen Dimensionen d, d 

— die Beziehungen des Kap. 11 bleiben auch jetzt im wesentlichen bestehen 

— weiter verfolgen. Hat i^j 's Pole, so läßt sich auch erklären als die 
Anzahl der linear unabhängigen zu tf;^ konjugierten Formen (pd^ die in jenen 
s Polen zugleich verschwinden. Damit geht der obige Satz in den er- 
weiterten Hiemann-E och sehen Satz über, der für d = 0, itf=l in 
den gewöhnlichen übergeht (§ 9). Der Satz gestattet u. a. die Bestimmung 
der Mindestanzahl frei beweglicher Pole einer automorphen Form tp^. Damit 
ist die Lehre der Formen 9^. wie der polymorphen Formen nach dem 
Vorgänge von Hitter bis zu einem gewissen Abschluß gebracht. 
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Es erübrigt noch die Ausdehnuiig der Po ine ar eschen Reihen und 
Elementarformen des Kap. III auf beliebiges p. Die Eonyergenzbeweise 
galten zwar für jedes j?, waren aber an die Beschränkung |fi,.{ »« 1 gebunden. 
Es sind daher zunächst nur unifntUHplikative Formen 9^, d. s. solche, 
for die alle Multiplikatoren den Betrag 1 haben, durch Poincaresche 
Reihen darstellbar. Indessen läßt sich jede eindeutige q>^ durch Multi- 
plikation mit einem Faktor e^i^»H ^^p^Pj wo die c eindeutig bestimmt 

sind, in eine unimultiplikative verwandeln. Wie in Kap. IQ wird be- 
wiesen, daß bei allen möglichen d^ — 2 und zugehörigen M polfreie, 
nicht identisch verschwindende Poincaresche Beihen existieren. Eine 
Ausnahme bildet wieder der Fall d =» — 2 , itf » 1 ; um auch diesen zu 
erledigen, werden die eigentlich automorphen zweipoligen Beihen der Dimen- 
sion — 2 herangezogen (§ 11), die zugleich zu Beihendarstellungen der 
Integrale der drei Gattungen und zu Produktdarstellungen der Primformen 
fuhren. Es liegen hier Arbeiten von Biemann, Schottky, Weber, 
W. Burnside vor. Zu Grunde gelegt wird die in die t und | sjmmetrische 

Nonnalfonn V_ , (f^ , f, ; S„ I,) »^t^j]^, • Das Integral /"«F • (| , d{) - 



v. 



r'(fi, f,; S, Iq) ist durch die Poincaresche Reihe — ^ 



«,8,) 



darstellbar. Y als Funktion von ^ ist ein einpoliges Integral 2. Gattung, 
dessen Perioden Formen 0_^ sind. In J{Sj i(^ ^f^^iHu S^) - {iy d^) 

= - V lg y ' ^^ ^^ ^ ' ^^g -* ensteht ein Integral 1. Gattung, wo der Index ♦ 

t^ ^.fc * »0/ vC »60/ 
einer geeigneten Substitution Uf entspricht, und endlich in Q{tiSo*i I; £0) ™ 

-fi-ii^^O-^hf^^^^iM ein Integral 3. Gattung mit den 

logarithmischen Polen $ und ^ 

Von Q aus gelangt man zur Schottky sehen Primform J^'(^, ^ » 

_.__^_J-«- !)(,-,,.— - « - «JJI^ÄO (^ . 

womit die Darstellung der <p^ durch unendliche Produkte ermöglicht wird, 
Schließlich liefern analoge Entwickelungen, wie die in Eap. UI, die Be- 
antwortung der Frage, welche (unimultiplikativen) Formen <p^ für p > durch 
Poincaresche Beihen darstellbar sind; es sind das, wie zu erwarten war, 
genau die in den parabolischen Ecken verschwindenden. 

Es folgen noch Bemerkungen über die praktische Brauchbarkeit der 
analytischen Darstellungen zur Berechnung der Funktionswerte automorpher 
und polymorpher 'Funktionen und Formen (§ 14). 

Eine eingehendere kritische Würdigung des Buches behalten wir uns 
bis nach dem Erscheinen der zweiten Lieferung des Werkes vor, und lassen 
vorderhand die im Obigen skizzierten bisherigen Ergebnisse für sich sprechen. 

Königsberg, i. Pr. W. Fb. Meyer. 

20* 
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Günther^ Siegmuild. Astronoinisohe Geographie. Leipzig 1902, 
G. J. Göschen. 170 S. Preis 0,80 JH. 

Dieses trotz seines geringen ümfanges sehr reichhaltige Buch wird jedem 
förderlich sein, der auf dem Gebiete der mathematischen Erdkunde eine erste 
Orientierung wünscht. Die beigegebenen historischen Notizen und das gate 
Register lassen es auch dem weiter Fortgeschrittenen nützlich erscheinen. 
Dafl das engere Gebiet der Erdkunde in den letzten Kapiteln verlassen, 
die Entfemimg der Hinmielskörper, die Weltsysteme, die Gesetze der Planeten- 
bewegung und das Gravitationsgesetz in seinen Anwendungen auf Himmel 
und Erde in die Betrachtung gezogen wird, machen das Buch noch empfehlens- 
werter. Dagegen erscheint es uns nicht verständlich, warum der Yerfiasser 
den fElr die Bestimmungen der geographischen Längen ja den unumgängigen 
Ausgangspunkt bildenden Zeitbestimmungen keine Berücksichtigung hat zu teil 
werden lassen; er erweckt bei jedem Anfänger den Schein, als ob die einzigen 
Zeitbeobachtungen, die er anführt, nämlich diejenigen mit der Sonnenuhr, 
genügend seien, um den Gang eines Chronometers zu kontrolieren (!). 

Gharlottenburg. H. Samter. 

l^mile Borel. Ije90iiji aar lea söries ä termes poaitifB. Grauthier-Yillars, 
Paris 1902. 

Das in der Überschrifb genannte Werk ist in derselben geistvollen 
Weise geschrieben, wie die vorangehenden des Herrn Verfassers. Es ist 
aus zwanzig Vorlesungen entstanden, die derselbe an dem „College de France" 
in der Zeit 1900 — 1901 gehalten hat, und von einem der Zuhörer, Herrn 
d'Adhemar, redigiert worden. Wie schon aus der kurzen Zahl der Vor- 
lesungen ersichtlich ist, liegt es nicht in der Absicht von Herrn Borel, 
eine umfassende und in sich abgeschlossene Theorie der unendlichen Reihen 
mit lauter positiven Gliedern zu geben; es wird vielmehr das Hauptgewicht 
darauf gelegt, eine Anzahl besonders wichtiger Probleme über dieselben 
dem Leser vorzuführen. 

Das Werk zerfällt in sechs Kapitel, deren wesentlicher Inhalt kurz 
folgendermaßen dargestellt werden möge. 

Ln ersten Kapitel werden vor allem die Bertrandschen Konvergenz- 
kriterien in Bezug auf ihre Bedeutung för die Reihenlehre untersucht 
Herr Borel faßt seine Resultate in den Worten etwa zusammen „die 
Bertrandschen Kriterien genügen nicht absolut, aber für den gegenwärtigen 
Stand der Wissenschaft^^ — eine Anschauung, die angesichts der neuesten 
glücklichen Entwicklung der Konvergenztheorie, insbesondere dxirch die 
Arbeiten von Herrn Pringsheim, als einwandfrei nicht bezeichnet werden 
kann. 

Das zweite Kapitel behandelt die Konvergenz und Divergenz bestinunter 
Integrale. Es wird gezeigt, daß hier dieselben Schwierigkeiten vorliegen, 
wie bei den unendlichen Reihen. 

In beiden Kapiteln zeigt sich die Art des Wachsens von Funktionen 
von Bedeutung. Diese überaus wichtige und einschneidende Frage wird 
im dritten Kapitel besprochen. Es wird ein reguläres und irreguläres 
Wachsen unterschieden und auf das erstere tiefer eingegangen. Von dieser 
Theorie werden im fünften Kapitel im Anschluß an neuere Arbeiten der 
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Herren Borel, Hadamard, le B07 und Poincare einige Anwendungen 
auf die Theorie der Potenzreihen gemacht, Anwendungen, deren Zweck es 
ist, die Theorie der analytischen Funktionen, wie sie in Deutschland durch 
Weierstraß begründet wurde, weiter fortzuführen. Es werden zunächst 
ganze transcendente Funktionen untersucht und Schlüsse aus der Art des 
Wachsens der Koeffizienten auf die Art des Wachsens der Funktion gemacht 
und umgekehrt. Sodann wird ein endlicher Eonvergenzradius gewählt und 
das Wachsen der Potenzreihen bei der Annäherung an einen singulären 
Punkt in Betracht gezogen. 

Das vierte und sechste Kapitel enthält ähnliche Untersuchungen aus 
der Theorie der mehrfach unendlichen Reihen und der vielfachen Integrale. 

Dresden. M. Krause. 

Gino Loria. Le soiexise esatte nell* antiea G^oia* Libro IV. IL 
periodo argenteo della geometria Oreoa. 78 p. Libro Y (ultimo) 
L'aritmetioa dei Greoi. 182 p. Modena 1900 und 1902. Estratto 
del Vol. XII, Ser. 11 delle Memorie della B. Accademia di Scienze, 
Lettere ed Arti di Modena. Sezione di Scienze. 

War das 1. Buch von Lorias umfassendem Werke den Vorgängern 
Euklids, das 2. Buch dem euklidischen Jahrhundert als der goldenen Zeit 
griechischer Geometrie, das 3. Buch den Schriftstellern gewidmet, deren 
Arbeiten in näherer oder entfernterer Beziehung zur Astronomie standen, 
so erzählt das 4. Buch von der silbemen Zeit der griechischen Geometrie, 
das 5. Buch von der griechischen Arithmetik. 

Im 4. Buche unterscheidet Herr Loria wieder drei Gattungen von 
Schriftstellern, solche, welche ihre Aufgabe in der Ausfüllung von Lücken 
sahen, über die der Eilschritt des goldenen Zeitalters hinausgestürmt war, 
solche, welche als Konmientatoren ihrer Vorgänger im mathematischen Sinne 
erscheinen, solche endlich, welche, mit Philosophie und Methodik vertraut, 
ihre Vorgänger nach dieser Seite hin zu ergänzen und zu vervollkommnen 
suchten. Ereilich ist es mit solchen Unterscheidungen einigermaßen übel 
bestellt. Die nach einander lebenden Schriftsteller halten sich nicht an die 
ihnen programmgemäß zufallende Tätigkeit, und so gehörte z. B. Geminos, 
der erste, von welchem die Bede ist, vorzugsweise der dritten Gruppe an; 
Theon von Smyma, als zweiter behandelt, scheint unserem Dafürhalten nach 
besser dem 5. Buche vorbehalten, wo er auch tatsächlich wieder auftritt: 
erst der dritte Pappos erscheint an systematisch berechtigter Stelle. Herr 
Loria hat die Sammlungen des Pappos mit der ganzen Ausführlichkeit 
dargestellt, die ihnen gebührt, hat dabei in Anmerkungen auf Beziehimgen 
zu neueren und neusten Forschimgen hingewiesen. Nun kommen die Neu- 
Platoniker an die Reihe, insbesondere Proklos. Die wichtige Frage, ob 
Proklos die von ihm gegebene Zusage, auch spätere Bücher des Euklid 
zu erläutern, erfüllt habe oder nicht, berührt Herr Loria selbstverständlich, 
weiß aber auch keine bestimmte Antwort zu erteilen. Eutokios folgt und 
am Schlüsse noch Serenos. Nicht als ob die Lebenszeit des Serenos von 
Antinoeia so spät angesetzt werden müßte, den Ausschlag gab vielmehr der 
Umstand, daß die Lebenszeit dieses Mathematikers eine so sehr unbestimm- 
bare ist. 
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Das 5. Buch erzählt, wie wir oben sagten, von der griechischen Arith- 
metik und wird dieser Aufgabe in 6 Kapiteln gerecht, deren Überachriften 
folgende sind: I. Die griechische Logistik. IE. Die Arithmetik in der Schule 
des Pjthagoras. m. Die Arithmetik in der Akademie. IV. Neu-Pjthagoreer 
und Neu-Platoniker. V. Diophani VI. Arithmetische Scherzaufgaben der 
Griechen. Die Überschriften der Kapitel lassen bereits erkennen, dafi, wie 
das ganze 5. Buch aus dem Rahmen chronologischer Begrenzung heraustritt, 
auch die einzelnen Kapitel dem Leser Zeitsprünge durch die yerschiedensten 
Jahrhunderte keineswegs ersparen. Es ist fast überflüssig, besonders am 
betonen, daß Herr Loria auch in dem 5. Buche, wie in dem 4., wie in den 
vorhergehenden, mit größtem Fleiße alle vorhandenen Vorarbeiten bis zxi 
den neusten zusammenzusuchen und zu verwerten gewußt hat. Er hat damit 
ein Nachschlagebuch geschaffen, welches man gern benutzen wird, und in 
welchem man bezüglich der zahlreichen noch immer offenen Streitfragen 
wenigstens die einander entgegenstehenden Meinungen angeführt finden wird 
nebst der Angabe derjenigen Schriften, welche die eine oder die andere 
Meinung zu verteidigen sich bestreben. 

Heidelberg. M. Cantor. 

U. Kayser. Lehrbuoh der Physik für Studierende. Dritte verbesserte 
Auflage, gr. 8. X u. 584 S. mit 336 Abbildungen. Stuttgart 1900, 
Ferdinand Enke. 

unter den Werken, die sich in hervorragendem Maße dazu eignen, 
den Anfänger in die physikalische Wissenschaft einzuführen, steht das 
Kayser sehe Lehrbuch in der vordersten Reihe. Dasselbe zeichnet sich zu- 
nächst durch die Art der Darstellung aus, in welcher sich strengste Präzision 
mit einer gefälligen Form des Ausdrucks vereinigt 

Die Anordnung des gesamten Stoffes stimmt mit der üblichen Methodik 
überein. In sieben Abschnitten werden die Mechanik, die allgemeine Physik 
der Ponderabilien, die Lehre von der Wärme, Wellenbewegung und Akustik, 
Magnetismus, Elektrizität und endlich die Optik behandelt. In einem be- 
sonderen Schlußkapitel der Optik werden die Beziehungen zwischen Licht, 
Elektrizität und Magnetismus auseinandergesetzt Die jüngste, dritte Auflage 
ist wieder durch Aufnahme einiger neuen Forschungsergebnisse, namentlich 
auf dem Grebiete der physikalischen Chemie und der Elektrizität erweitert 
worden. 

Wie in den meisten Lehrbüchern der Physik, so wird auch in dem 
vorliegenden die Wärmestrahlung zum Teil in der Wännelehre, zum Teil 
in der Optik besprochen. Dieses Verfahren hat aber zur Folge, daß eng 
zusammengehörige Dinge auseinandergerissen und Wiederholungen unver- 
meidlich werden. Zweckmäßiger wäre es daher, das ebengenannte Kapitel 
in Zukunft vollständig in die Optik aufzunehmen, so daß die Lehre von 
der Strahlung in größerer Einheitlichkeit behandelt werden könnte. Die 
diesbezüglichen Abschnitte des Kays ersehen Buches lassen auch in den 
Einzelheiten einige Abänderungen wünsclvenswert erscheinen. So sollte nicht 
verschwiegen werden, daß das Stefan sehe Gesetz nur für den absolut 
schwarzen Körper strenge Gültigkeit besitzt. Dagegen könnte das sogenannte 
Drap er sehe Gesetz, welches, wie man weiß, den Tatsachen keineswegs ent- 
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spricht, und seine bekannte — fehlerhafte — Ableitung gänzlich fortgelassen 
werden. Die Daten über Strahlenabsorption wären besser solchen Arbeiten der 
neueren Literatur zu entnehmen, aus denen sich erkennen läßt, auf welche 
Spektralgebiete sich die betreffenden Messiugen beziehen. Irrtümlich ist die 
Angabe: „Hartgummi läßt größere Wellen als 7 00 (ifi vollständig hindurch^S 
Nicht ganz einwandsfrei sind die Auseinandersetzungen über die Eigenschaften 
der Funktion e (Emission des absolut schwarzen Körpers). Niur wenn die 
Temperatur bis auf den absoluten Nullpunkt herabgesunken ist — dann 
aber für sämtliche Wellenlängen — wird e gleich Null, um den Anfänger 
die Wesensgleichheit zwischen Licht und strahlender Wärme recht eindring- 
lich Yor Augen zu führen, sollte noch ausdrücklich betont werden, daß auch 
die dem sichtbaren und ultravioletten Spektrum angehörende Strahlungsenergie 
sich durch Absorption vollständig in Wärme verwandeln lasse. 

Li dem Abschnitte über Elektrizität werden die absoluten Maßeinheiten 
erst ganz zum Schlüsse besprochen. Ist auch die an jenem Orte gegebene 
Zusammenstellung recht übersichtlich, so erscheint es doch imzweckmäßig, 
bei der Darstellung der elektrischen Ercheinungen in den vorhergehenden 
Kapiteln durchweg die veralteten Einheiten — Jacobi, Siemens, Daniell 
— beizubehalten. 

Aus der Hertz sehen Abhandlung „über die Ausbreitungsgeschwindig- 
keit der elektrodynamischen Wirkungen^S ^ welcher die Geschwindigkeit 
elektrischer Wellen, die sich längs Drähten ausbreiten, bestimmt wurde, ist 
vom Verfasser die Angabe entnommen, daß die Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit der Schwingungen hoher Frequenz „im" Kupfer 200 000 km/sec betrage. 
Bekanntlich hat aber Hertz selbst dieses Bebobachtungsresultat später als 
fehlerhaft erklärt und die weiteren Untersuchungen von Sarasin und 
de la Bive u. a. haben — in Übereinstimmung mit den Forderungen der 
Theorie — die Gleichheit der Geschwindigkeiten an Drähten und in freier 
Luft (300 000 km/sec) erwiesen. 

Am Schlüsse der Besprechung der Hertzschen Versuche bemerkt der 
Verfasser, daß „unsere Kenntnisse über das Wesen der Elektrizität bisher 
noch gleich Null'' sind. Beferent vermag den erkenntnistheoretischen Stand- 
punkt, der in diesem Satze zum Ausdruck kommt, nicht zu teüen. Mach 
hat gelegentlich auf jene Bemerkung, die ja sehr häufig in der Literatur 
zu finden ist, die Antwort gegeben: „Was denn soll die Elektrizität anderes 
sein, als der Inbegriff der betreffenden zusammengehörigen Tatsachen?'' 
Fürwahr, unser Wissen ist auf dem Felde der elektrischen Phänomene im 
Grunde keineswegs anders geartet als auf irgend einem der übrigen Er- 
scheinungsgebiete. — 

Es sei noch gestattet, auf einige kleine Irrtümer aufmerksam zu machen, 
die in einer späteren Auflage des Buches zu berichtigen wären. Die elek- 
tromotorische Ej*aft des Glark- Elementes ist mit 1,07 Daniell zu niedrig 
angegeben worden; sie beträgt in Wahrheit 1,28 Daniell = 1,433 Volt. Die 
ganze Wellenlänge der elektrischen OsciUationen, mit denen Hertz in seinen 
berühmten Versuchen gearbeitet hat, betrug 66 cm, nicht 33 cm. Der Name 
Oersted ist ohne t zu schreiben, während der Erfinder der Influenzmaschine, 
Holtz, auf diesen Buchstaben Anspruch erheben darf. 

Die Lektüre des vorliegenden Werkes setzt keine Kenntnis höherer 
Mathematik voraus; elementarmathematische Entwickelungen werden dagegen 
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vielfach herangezogen, wo dieselben zur Vertiefung des Yerstftndnisses 
wesentlich beitragen. Dieser Verzicht auf tanlichste Beschränkung des 
mathematischen Ausdrucksmittels, wie sie in der Mehrzahl der elementaren 
Kompendien geübt zu werden pflegt, kommt auch der Beichhaltigkeit des 
dargebotenen Stoffes erheblich zu statten. So findet man z. B. — um nur 
einen Punkt herauszugreifen — im Anschluß an die Hauptsfttze der kineti- 
schen Gastheorie die Ableitung der yan der Waals sehen Zustandsgleichung. 
Mit Recht werden insbesondere auch die Erscheinungen der Interferenz und 
Polarisation des Lichtes an der Hand der Schwingungsformeln erlftutert. 
Gerade diesen Phänomenen gegenüber verhilft eine rein experimentelle Be- 
handlung erfahrungsgemäß nur zu einem sehr mangelhaften Verständnis, 
während die nachträgliche Bekanntschaft mit der mathematischen Theorie 
dann wie eine Offenbarung zu wirken pflegt. 

Mußte auch in den vorhergehenden Bemerkungen auf einige Mängel 
des Buches hingewiesen werden, so betrafen dieselben doch nur Einzelheiten; 
der Gesamteindruck bleibt ein vorzüglicher. Dasselbe kann daher allen denen, 
die in das Gebiet der Physik einzudringen wünschen, als ein zuverlässiger 
Führer aufs wärmste empfohlen werden. Durch das Studium dieses Werkes 
wird der ernste Leser sich nicht allein mit dem dargebotenen Stoffe vertraut 
machen, sondern auch eine strenge Schulung seines physikalischen Denkens 
erfahren. 

Berlin. E. Aschkinass. 

IL Andoyer. Theorie de la Lune. 86 S. Paris, C. Naud. 1902. 

Die vorliegende Schrift behandelt die mathematische Theorie der Mond- 
bewegung. Das Buch bildet den siebzehnten Band der mathematisch-physi- 
kalischen Serie in der Sammlung von Monographien, welche unter dem 
Gesamttitel „Scientia^ im Verlage von C. Naud in Paris erscheint. Der 
Verfasser entwickelt in sechs Kapiteln die allgemeinen Gleichungen des 
Problems; von einer Spezialisierung derselben behufs Berechnung von Mond- 
tafeln wird abgesehen. 

Berlin. E. Aschkinasb. 
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1. Aufgaben und Leluraätze. LSsniigen. 

A. Aufgaben nnd Lelirgfttie» 

80. Bekanntlich kann man das einsckalige HyperhoUnd und das hyper- 
hoUsche Paräbcioid auf zwei Arten dnrch Bewegung einer Geraden erzeugen. 
Fragt man umgekehrt nach den Flächen^ die ewei Scharen ereeugender 
Geraden hesUeeny so liegt folgender Ansatz nahe. Wählt man als die eine 
GauBsche Koordinate die von irgend einer Eurre ab gezählte Länge u aut 
den erzeugenden Geraden der ersten Schar, so sind die G artesischen Ko- 
ordinaten Xj y, IT game Uneare Funktionen von u. Besitzt die Fläche zwei 
Scharen erzeugender Geraden, so werden also, wenn v die auf den Geraden 
der zweiten Schar gezählte Länge bezeichnet, x, y^ z ganze lineare Funktionen 
sowohl von u als auch von v werden, mithin hat man: 

X = a^uv + &it* + (\v + d^, 

y ^ a^uv + b^u + c^v + d^y 

z = a^uv + 6,u + c^v + d, . 
Hieraus folgt: 

tt = «,« + ß^y + y^z + *, , 

sodaß die Gleichung der gesuchten Fläche lautet: 

{vL^x + fty + y^z + ^j) («8«^ + Ay + ys« + A) = «i» + fty + y^» + *i . 

Diese Gleichung stellt aber augenscheinlich nur hyperbolASK^ Paraboloide dar, 
und die einschäUgen Hyperboloide sind nicht erhalten worden. Folglich muB 
ein Fehler begangen worden sein. Wo steckt der Fehler? 

Kiel. P. StÄokel. 

81« Etant donnee une ellipse d'axes 2a et 26, si on considere tous les 
rayons vecteurs focaux joignant un point M de Tellipse a Tun de ses foyers 
F\ les perpendieulaires älev^es en itf a MF enveloppent une courbe^) ayant 

pouraire?-J(36»-a»). 

Constantinople. £. N. Barisiem. 

1) Cette courbe est Tantipodaire de Tellipse par rapport ä Tun de ses foyers. 
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83« Etant donnee uns lemniscate de BernouUi de centre et de 
sommets 8 ^i S\ par un point M quelconque de la conrbe on mene denz 
droites inclinees a 45^ sur OM. Ces droites rencontrent Faxe en A et B. 
Montrer que les points A ei B variables sont conjugaes harmoniqnes par 
rapport auz points fixes S et S'.^) 

Constantinople. E. N. Barisiem. 

83. Zieht man durch den Lemoin eschen Punkt (£*) gegen eine jede 
der Breiecksseiten zwei unter demselben Winkel (go) geneigte Greraden, so 
liegen die Schnittpunkte dieser Geraden mit den betre£fenden Seiten auf 
einem Kegelschnitt (Ä;). 

Verlängert man die zwei zur Seite a gehörigen Geraden, bis die eine 
5, die andere c schneidet und ebenso für die beiden anderen Paare, so be- 
kommt man sechs Schnittpunkte, welche auf einem Kegelschnitt (Je) liegen. 

Wird der Winkel w = 0, so geht der zugehörige Kegelschnitt (ä') in 
den 1. Lemoin eschen Kreis über. 

Zieht man auf dieselbe Weise aus K gegen eine jede Seite des Höhen- 
fuBpunktendreiecks zwei unter dem Winkel co geneigte Geraden und bestimmt 
wie früher die zwei Gruppen der Schnittpunkte auf den Seiten des ursprüng- 
lichen Dreiecks, so liegt eine jede Gruppe solcher Punkte auf einem Kegel- 
schnitt [Ä;] und \k'\ Für o «^ fällt der Kegelschnitt [A;'] in den 
2. Lemoineschen E>eis. 

Agram. G. Majgen. 

84« Gewünscht wird ein rein geometrischer Beweis für den Satz: Zieht 
man durch die Eckpunkte A und B eines Dreieckes ABC nach innen zwei 
sich in P schneidende Strahlen, die mit AC und BC gleiche Winkel bilden, 
so sind die FuBpunkte Pa und P» der von P auf BC und AC gefällten 
Lote von der Mitte F der Seite AB gleichweit entfernt. 

Breslau. 0. Gutsche. 



86. Gewünscht wird ein rein geometrischer Beweis für den Satz: 
Wählt man auf zwei Geraden, die in Bezug auf CA und CB Gegen- 
transversalen sind, zwei beliebige Punkte P und Q, und fällt man von ihnen 
auf CA und CB die Lote, deren FuBpunkte A^^ B^ und ^, B^ sind, so 
liegt der Schnittpunkt von A^B^ und A^B^ auf PQ, 

Breslau. 0. Gutsche. 



1) On pent dire aussi que 



OAxOB^ OS. 
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B. Mgungen. 

Zu 68. (Bd. m, S. 170) (E. Lampe): Von dem Punkte C in der 
Ebene einer Parabel zieht man die Tangenten CB^ und CB^ (B^ und B^ 
die Berührungspunkte) an die Kurve und errichtet in B^ und B^ die Nor- 
malen, welche sich in F schneiden mögen. Die Koordinaten g, ri von F 
aus denen von C{x, y) zu berechnen und dann die Verwandtschaft zu 
untersuchen, in welcher den Punkten C die Punkte F entsprechen; ins- 
besondere einfache sich entsprechende Kurvenscharen zu bestimmen. Welche 
Punkte C fallen mit ihren entsprechenden F zusammen? — Gleiche Fragen 
ftbr die Ellipse und die Hyperbel. 

I. Parabel. 

1. Entmckdung der Gleichungen für |, ij. — Die Gleichung der gegebenen 
Parabel sei 

(1) y^-^p^, 

ihr Scheitel J., ihr Brennpunkt F\ die Koordinaten von B^ seien x^^ y^^ 
die von B^ seien Xj, y^. Dann sind die Gleichungen der Tangenten in 
J9| und B^ 

ViV ^P{x + ^d ; PiV^-Pi^ + ^i) • 

Weil die Koordinaten von B^ und B^ der Gleichung (l) genügen müssen, 
hat man noch 

^1 - 2p 5 ^2 - 2p ' 

und man findet als Koordinaten von C 

(2) . = M.; , = H^. 

Die Gleichungen der Normalen in B^ und B^ sind 

y^x +py=^yi(j? + x^)] y^x + py = y^(j? + x^)- 
Diesen beiden Gleichungen genügen die Koordinaten £, t; von F, woraus 

_ gp' + y ? + yiy. + !/i ^ p' + i(yi + y,)' - ^ ly. 
^_ yiy«(yi +yi) 

^ — 2p^ ' 

oder mit Bücksicht auf die Gleichungen (2) 

(3) g^ p' + 2y.-px . , = _i|y. 

Diese Gleichungen bestimmen die Verwandtschaft, welche zwischen den 
Punkten C und F besteht. 



316 VermiBchte Müteünngen. 

2. Sich sdbst entsprechende Punkte. — Soll Punkt F mit C zusammen- 
fallen, so müssen die beiden Gleichungen 

P ^ P 

gleichzeitig bestehen. Die zweite Gleichtmg ergibt entweder 

y ^ oder a; === — |jp . 

Setzt man ^ » in die erste Gleichung ein, so findet man x == jp; setzt 
man aber a? = — jp in die erste Gleichung ein, so erhält man y^= — pK 
Dies entspricht keinem reellen Punkte C7. Es gibt also nur einen einzigen 
Punkt Cy welcher mit seinem entsprechenden Pimkte F zusammenfUlt; er 
liegt auf der o?- Achse und hat die Abscisse ^Pj ist also der Brennpunkt F 
der Parabel. 

3. Die Verwandtsdhafl der Punkte C und F. — Die Gleichungen (3) 
lassen erkennen, daß £ und ri durch x und y eindeutig bestimmt sind. 

Ist a; = und y = 0, so ist S=i> und iy =* 0; dem Eoordinaten- 
anfangspunkt Ä im a;y- System entspricht also ein Punkt Ä' im gi|- System, 
welcher auf der Abscissenachse liegt und die Abscisse p hat. 

Ist nur 35 =» 0, so ist | = — , ij = 0. Hiemach kann | alle 

positiven Werte von p bis oo annehmen, und zwar sind diese Werte 
paarweise einander gleich für je ein positives und ein negatives y von 
gleichem absoluten Werte. Demnach entspricht sowohl dem positiven als 
auch dem negativen Teil der y- Achse der vom Punkte Ä' aus sich nach 
der positiven Richtung hin bis ins Unendliche erstreckende Teil der |-Achse. 

Ist nur y = 0, so ist | « j) — a; oder I — -J^jp = yjp — - a;, iy = 0. In 
diesem Falle kann £ alle positiven und negativen Werte annehmen; mithin 
entspricht die Abscissenachse sich selbst. Sie wird aber von den Punkten 
C und F in entgegengesetzter Bichtung durchlaufen; je zwei Punkte der- 
selben, welche von F nach entgegengesetzter Bichtung gleiche Entfernung 
haben (wie z. B. Ä und Ä')y entsprechen einander. 

Für ein positives x können | und i; alle positiven und negativen 
Werte annehmen; dabei entspricht jedem positiven x ein negatives 17 und 
umgekehrt. Stellt man sich nun die Koordinatenebene als aus zwei zu- 
sammenfallenden Ebenen [0] und [F] bestehend vor, deren Koordinaten- 
achsen sich decken, und bezeichnet man noch die Quadranten der Ebene [C] 
mit I, n, m, IV, die der Ebene [F] mit I', H', m', IV', so hat man 
nach Obigem folgenden Satz: ,yDen Quadranten 1 %md IV in [Ö] entspricht 
die ganze Ebene [F] dergestalt, daß l in m' und IV', IV i« I' mm^ H' 
übergeht.'' 

Für ein negatives x kann 7] ebenfalls alle positiven und negativen 
Werte annehmen; dagegen ist £ auf diejenigen positiven Werte beschränkt, 

für welche 5 ^ — ^ ist Um die Grenzlage des Punktes F in diesem 

Falle zu bestimmen, setze man in den Gleichungen (3) x =^ -^ c und elimi- 
niere y] dann erhält man als Gleichung der Kurve, welche Fhei konstantem 
c durchläuft, 

(4) F(S, 1?, a) = 2c»S -jpij« - 2pc^ - 2c» - 0. 
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Bei veränderlichem c stellt diese Gleichung eine Ennrenschar dar, deren 
Einhüllende die Grenzkurve für die Lage des Punktes F ist Man hat nun 

i^g'/^-^ = 4cJ-4ci,-6c«.0; 

also entweder c »« 0, und dies kommt hier nicht in Betracht oder c = \(^—p). 
Setzt man diesen letzteren Wert in (4) ein, so erhält man f^{^ —pf —pti^ = 
oder 



(5) n^Y- 



8 (£-!>)' 



21p 

Dies ist die Gleichung der Evolute der Parabel (l). Bezeichnet man die auf 
der positiven Seite der Abscissenachse liegende Hälfte der durch diese Evolute 
begrenzten Fläche mit V, die andere Hälfte mit VI', und beachtet man, 
daß jedem positiven bezw. negativen p auch ein negatives bezw. positives ij 
entspricht, so hat man den Satz: ^yDen Quadranten 11 und m tn \C\ ent- 
spricht in \r\ die durch die Evolute (5) begrenete Fläche dergestalt^ daß 
n in V, in in TL' Übergeht'' 

Aus der ersten der Gleichungen (3) ergibt sich, daß £ — ist fOr 
jD* + 2y* — jpx ^ 0, d. h. wenn C auf der Parabel 

(6) y' = \p(x-p) 

liegt, deren Scheitel Ä' und deren Parameter \p ist. Bezeichnet man die 
positive Hälfte der von dieser Parabel eingeschlossenen Fläche mit Vli, die 
negative Hälfte mit VHI, so folgt: ^er Fläche der Parabel (6) w [C] 
entsprechen die Quadranten IL' und EI' in [F] dergestalt^ daß VII in LTI', 
Vm in n' übergeht; den Restflächen I— VH bezw. IV— Vm in [Cf] enf- 
Rechen die Quadranten IV' bezw. l' in [r] " 

Betrachtet man Punkt C als abhängig vom Punkte F, so ist die Be- 
stimmung von C nicht eindeutig. Löst man die Gleichungen (3) für x und 
y auf^ so findet man 

^+(|-i^).«-W-0 oder ^)'_li^ri.^).l_-i, = 0; 

Die Anwendung der Gar danischen Formel ergibt für beide Gleichungen, 
daß sie eine oder drei reelle Wurzeln haben, je nachdem der Ausdruck 
27j>ij* — 8(S —pY positiv oder negativ ist, d, h. je nachdem F außerhalb 
oder innerhalb der Parabelevolute (5) liegt Zu demselben Resultat gelangt 
man durch geometrische Betrachtungen. Es können nämlich nur dann drei 
reelle Punkte C^ C^^ C^ dem Punkte F entsprechen, wenn sich von 
letzterem aus drei verschiedene Normalen FB^, FB^^ FB^ an die Para- 
bel (l) ziehen lassen. Dies ist aber nur der Fall, wenn F innerhalb der 
Evolute üegt. Dann ist Dreieck C^O^C^ ein Tangentendreieck der Parabel; 
die Berührungspunkte der Seiten C^C^^ ^s^i> ^i^s ^^^ -^d ^o -^s* 

Ldegt F auf der Evolute (5), so fallen zwei der Berührungspunkte, 
etwa B^ und B^^ zusammen. Dann ist 27 pif — S(^ — p) ^ 0. In diesem 
Falle haben die obigen Gleichungen auch noch drei reelle Wurzeln; aber 
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zwei von ihnen sind gleich. Es ist nftmlich 5 — p « | r!P»?*» ^^^ ^^^ 
kann die Gleichungen schreihen 

^ + \VI^'- »»-ii'V - (or - il^(^ + f^)' = 0; 
Also: 

Die Koordinaten x^, y^ genügen der Gleichnng (l); mithin lieg^ C^ auf der 
gegebenen Parabel. Es ist auch geometrisch einleuchtend, daß, wenn Punkt 
B^ mit B^ zusammenfällt, Punkt C^ mit ^^s ^^^ ^s ^^ ^a zusammen- 
fallen muß, und daß der Doppelpunkt 0|3 ein Punkt der in C^ an die 
Parabel gelegten Tangente ist. Für die Abhängigkeit des Punktes C von 
r ergibt sich folgender Satz: ^yLiegt Punkt F innerhalb der Parabelevolute (ö), 
so entsprechen demselben drei reeUe Pimkte C; ist F ein Ptmkt der Evohnrü^ 
so entsprechen ihm zwei reeüe Funkte C; liegt F außerhalb der EvokUe^ so 
ist G eindeutig besHmmt.^*^ 

4. Entsprechende Kurvenscharen, 

a) Punkt C durchlaufe die Gerade x=^ c. — Dann hat man 

fc _ !>' + ^y^ — pe ^ 2cy 

^- p ' ^"- p ' 

und durch Elimination von y erhält man als Gleichung des Ortes von Fi 
2c*g = 2p(?+pri^ — 2c' oder 

(7) ia*-y«-[p-c]). 

Dies ist die Gleichung einer Parabel, deren Achse mit der Abscissenachse 

zusammenfällt, deren Scheitel die Abscisse p — c hat, und deren Parameter 

c* 

— ist. Bei veränderlichem c stellt (7) eine Schar von Parabeln dar. Hieraus 

folgt: ^yDer Schar der Parallelen zur OrdincUenachse in [Cf] entspricht eine 
Schar von Parabeln in [r], deren Achsen mit der Äbscissenctchse zusammen- 
faüen.^^ Zu dieser Schar gehört auch die gegebene Parabel; sie entspricht 
dem Werte c=^p\ femer gehört zu ihr als Parabel mit dem Parameter 
der von A' aus sich nach der positiven Bichtung hin ins Unendliche er- 
streckende Teil der $-Achse, welcher dem Werte c <-> 0, d. h. der y-Achse 
entspricht, wie schon oben gefunden wurde. Je zwei Parabeln der Schar (7), 
deren Scheitel von A' gleiche Entfernung haben, sind kongruent. Diejenigen 
Parabeln, für welche c positiv ist, füllen die ganze Ebene \F\ aus. Bei 
negativem c ist Gleichung (7) mit (4) identisch; die durch sie dargestellten 
Parabeln liegen, wie gezeigt wurde, innerhalb der Evolute (5) und be-* 
rühren dieselbe. 
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b) Ikmkt C durchlaufe die Gerade y ^ d, — Dann ist 

p* + 2d* — j prc _ 2dx 

und durch Elimination von x erhält man als Gleichung des Ortes von Fi 
2dpl = 2dO* + 2d*) +i>*i2 oder 

(8) ^ = ^(p[5_^]_2ciO. 

Diese Gleichung stellt eine Gerade, hei veränderlichem d eine Schar von 
Geraden dar. Durch Differentiation nach d ergibt sich 2p(J — p) — 12(1* = 0, 

also d = y\p(^ — p)i und wenn man dies in (8) einsetzt, 



^ = p 8i> (§ "p; = )/ —277- ' 

also die Gleichung der Evolute (5), welche denmach die Einhüllende der 
Schar (8) ist. Hieraus ergibt sich der Satz: „Der Schar der Parallelen zur 
Äbsdssenachse in [O] entspridit die Schar sämtlicher Tangenten der Eva- 
luie (5) in [F], Diesen Satz kann man, weil die Tangenten der Evolute (6) 
die Normalen der Parabel (1) sind, auch so aussprechen: „Der Schar der 
FaraUelen eur Äbsdssenachse in [C] entspricht die Schar sämtlicher Normaien 
der gegebenen Parabel in [F]'*' 

In jedem Punkte der Evolute (5) berühren sich die Evolute, eine 
Parabel der Schar (7) und eine Gerade der Schar (8) gegenseitig. Daraus 
folgt, daß jede Gerade der Schar (8) Tangente für eine bestimmte Parabel 
der Schar (7) ist. In welcher Beziehung beide zu einander stehen, ergibt 
sich, wenn man die Bedingung für das Zusammenfallen der Schnittpunkte 
der Geraden mit der Parabel ermittelt. Eliminiert man £ aus den Gleichungen (7) 
und (8), so ergibt sich 

i>«dV - P^<^n - 2 cM (pc + 2d«) = . 

Sollen die erwähnten Schnittpunkte zusammenfallen, so müssen die beiden 
aus dieser Gleichung sich ergebenden Werte von ij gleich sein, d. h. es muß 

p*c^ + Sp^(^d^(pc + 2cP) ^p*(^(pc + 4dy - 

sein. Die gesuchte Bedingung ist also 

44« 






P 



oder d = jY—pc . 



Diese Bedingung ist erfQllt, wenn der Schnittpunkt der Geraden x ^ c und 
y ^= d auf der Parabel 

(9) y» = - \px 

liegt Man hat daher den Satz: ^^Zweien sicli rechtwinklig schneidenden 
Geraden in [O], welche den Koordinatenachsen parallel sind, entsprechen eine 
Parabel und eine Tangente derselben in [J^, wenn der Schnittpunkt der 
Geraden auf der Parabel (9) liegt. Dem Schnittpunkt in [C] entspricht der 
auf der Evohäe (5) liegende Berührungspunkt in [F]; dahei' entspricht der 
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Parabd (9) die Evolute (5)/' Die Koordinaten der BerührongsponUe sind 

c) Punkt C durchlaufe die €^erade 

(10) y^Xx + iip. 

Dann ist 

p« + 2{lx + t^py — px ^ 2x{Xx + iLp) 
1 = p . ^== ^ 

Multipliziert man die zweite dieser Gleichungen mit l und addiert sie zur 
ersten, so erhält man 

S + Ai, = (2A^ -, i)a; + (1 + 2(i*)p, 

und hieraus 

{ + Zt? - (1 + ^ii^p 

Durch Einsetzen dieses Wertes in die Gleichung für ij findet man als Gleichung 
des Ortes von F 

(11) X{i + Ifiy - (2A^« +21 + ii)pi - (2A« + 3A^ - i)i?i| 

+ (l + 2^«)(A + f*)l>*-0. 

Dies ist die Gleichung einer Parabel, deren Achse der Geraden i + Xfi^O 
parallel ist. Da nun diese letztere zur Geraden (10) senkrecht ist, so er- 
gibt sich der Satz: , Jeder Geraden in [C\ entspricht im allgemeinen eine 
Parabd in [r], derm Achse gu der Geraden senkrecht ist."' 

Dreht man das Koordinatensystem so, daß die Abscissenachse der 
Parabelachse parallel wird, und bezeichnet man die neuen Koordinaten mit 
5', 7i\ so geht (11) über in 

Hieraus ersieht man, daß der Parameter der Parabel (11) 

(2XiL - 1)« 

4X}/(1 + X«)' 
ist. 

Die Gleichungen der Sonderfälle a) und b) lassen sich aus (10) und 
(11) in folgender Weise ableiten: 

Man dividiere (10) durch A, setze ^P — — c und il = oo; dann ergibt 

Xc 
sich die Gleichung x =* c. Setzt man dementsprechend in (ll) fi = , 

dividiert die ganze Gleichung durch X^ und läßt dann X unendlich groß 
werden, so erh&lt man Gleichung (7). 

Setzt man femer in (10) X => und (ip ^ dj so ergibt sich die 

Gleichung y ^^ d. Setzt man dem entsprechend in.(ll) iL = und fi =» — , 

so erlullt man Gleichung (8). In diesem Falle wird der Parameter p' der 
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Parabel (ll) unendlich groß; die Parabel artet zu einer Geraden aus, und 
die (jeraden der Schar (8) sind demnach als Parabeln mit unendlich grofiem 
Parameter aufzufassen. 

Die Parabel (ll) artet auch dann in eine Gerade, und zwar in einen 
Doppelstrahl aus, wenn ihr Parameter p' = wird, d. h. wenn 2X(i — 1 «- 

oder C^ = Kl ist. Gleichung (10) geht dann über in 

(12) !/ = 3iX + f^- 
Schreibt man dies 

so ergibt sich 

und wenn man X eliminiert, y' = 2jP^; nämlich die Gleichung der ge- 
gebenen Parabel. Bei veränderlichem X stellt also Gleichung (12) die Schar 
sämtlicher Tangenten der Parabel (l) dar. Die Koordinaten des BerOhrungs- 
pimktes sind 

(13) x-^, y-f. 

1 • 

Setzt man nun den Wert ^ ~ ^ ^ (ll) ein, so erhält man 

U + ^^ — l^"'' 21")^ ~ ^' ^^^ Doppelstrahl, in welchen in diesem 
Falle die Parabel (ll) übergeht, gehört also der Geraden 

an. Diese Gerade ist senkrecht zu der Parabeltangente (12); außerdem ge- 
nügen ihrer Gleichung die Koordinaten (13). Sie ist also die der Tangente (12) 
zugehörige Normale der Parabel (1). Um den Scheitel des Doppelstrahls 
zu bestimmen, eliminiere man y aus (12) und der zweiten der Gleichungen (3). 
Es ergibt sich 

(2X^x + p)x dri 4Z'a; -f jp 

^■~ Xp ' dx'~ Xp 

Mithin wird i} bei posüivem X ein Maximum, bei negativem X ein Minmum^ 
wenn 4A,*flj+jp = 0, also a? =» "~ iTt ^^^ ^^^ entsprechend y ™ fi ist. 
Der gesuchte Scheitel ist also derjenige Punkt, welcher dem in [Cf] ge- 
legenen Punkte mit den Koordinaten rc = — -^ , y =. ^ entspricht. Der 

letztere ist der Mittelpimkt der Yon den Koordinatenachsen begrenzten 
Strecke der Parabeltangente (12). Er liegt auf der Parabel (9); mithin 
liegt der Scheitel des Doppelstrahls auf der Evolute (5). Die Parabel- 
normale (14) berührt als solche die Evolute (5); doch ist der auf ihr 
liegende Scheitel des Doppelstrahls nicht der B^ilknmgsptmkt^ sondern der 
SchniUptmkt mit der Evolute. Es ergibt sich der Satz: ^yDen Tangenten 
der gegd>enen Parabel in [C] entsprechen als Doppdstrählen die gttgekMgen 

ArchiT der Mitthematlk und Fbjtik. HL Beihe. V. 21 
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Normalen in [r], soweit sie innerhalb der Evolute (5) Ueffen. Diese Doppd- 
strahlen sind als Parabeln mit dem Parameter Nuü a/ufeufassen.^ 

Die beiden Gleichungen (8) und (14) stellen die Schar sämtlicher 
Normalen der Parabel (l) dar; sie sind die Gleichungen einer und derselben 

Normale, wenn d = — - r ist. Demnach entspricht der Parallelen zur a:- Achse 

(15) y + 2^ = 

und der Parabeltangente (12) in \C] eine und dieselbe Normale (14) in 
[r\ Der Schnittpunkt von (12) und (lö) liegt auf der Parabel (9); sein 
entsprechender Punkt ist der Berührungspunkt von (14) und der Evolute (5). 
Ist ft =» 0, so ist (10) die Gleichung des durch A gehenden Strahlen- 
büschels, und (ll) geht über in 

(16) (S + XfiY-^P^ - (2A - Ä)P^ +1^* = 0. 

Diese Gleichung stellt eine Schar von Parabeln dar, die sämtlich durch A' 
gehen. Da nun den Punkten der Quadranten I xmd m in [C\ solche 
Punkte r entsprechen, deren ri negativ ist, den Punkten der Quadranten 
II und lY aber solche Punkte, deren i/ positiv ist, so liegen alle Parabeln 
der Schar (16) ganz auf einer Seite der $- Achse, und zwar auf der nega- 
tiven oder positiven Seite, je nachdem k positiv oder negativ ist, und 
alle Parabeln berühren sich gegenseitig in A\ Der Parameter ist 

p' = -Jl — . - : es wird also p' =« für A = oo und »' = oo für iL = 0. 

4x>/(r+i«)» ^ 

Hieraus ergibt sich der Satz: „Dem StraJdenbüschel durch den Koordinaten- 
anfangspunkt A in [Cf] entspricht eine Schar sich in A' gegenseitig herilhrender 
Parabeln in [V]. Zu dieser Schar gehört als Parabel mit dem Parameter 
p' = der von A' ausgehende positive Strahl der ^-Adise, als Parabel mit 
dem Parameter |?' = oo die ganze ^' Achse.'* 

d) Punkt C durchlaufe die Parabel y^ =^2p'x. — Dann ist 

^_ p^ + ^px — px 3 _ Sp^a?» 
^~ p ' ^ ~ |,« ' 

und durch Elimination von x ergibt sich als Gleichung des Ortes von F 



Dies ist die Gleichung einer der Parabelevolute (5) ähnlichen Kurve, welche 
mit ihr die Spitze und die Achse gemein hat. Bei veränderlichem p' stellt 
(17) eine Schar solcher Kurven dar. Man hat also den Satz: „Der Schar 
von Parabeln in \C], welche mit der gegebenen die AcJise und den Scheitel 
gemein haben, entspricht eine Schar von Parabelevoluten in [r], weUhe sich 
mit der Evolute (5) in Ähnlichkeitslage befinden. Der ÄhnUchkeüspunkt ist 
die gemeinsame S^Ue -<4'." 
Setzt man 
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so ist X das ÄhnlichkeitsYerhftltnis der Evolute (17) zur Evolute (5). Die- 
jenige Parabel, welcher die Evolute (17) zugehört, hat den Parameter xjp; 
ihr Scheitel hat die Abscisse (n — l)p. Die Gleichung (18) hat eine oder 
drei reelle Wurzeln, je nachdem x Meiner oder größer als 1 ist. In dem 
Falle X = 1 geht sie über in (p' —p)(ßp' + pY = 0, hat also dann drei 
reelle Wurzeln, von denen zwei gleich sind. Es wird nun x < 1 fGLr alle 
positiven Werte von p\ welche kleiner als p sind, dagegen x > 1 fUr alle 
positiven Werte von p\ welche größer als p sind, und für alle negativen 
Werte. Hieraus ergibt sich: Jede Evolute der Schar (17), welche außer- 
halb der Evolute (5) liegt, entspricht einer einzigen Pardbd in [0], welche 
innerhalb der gegebenen liegt; jede Evolute der Schar (17), welche inner- 
halb der Evolute (5) liegt, entspricht dreien Parabdn in [CQ, welche außer- 
halb der gegebenan liegen. Die Evolute (5) selbst, welche mit zur Schar (17) 
gehört, entspricht der gegebenen Parabel und der Parabel (9). Zur 
Schar (17) gehören noch die beiden von A' ausgehenden Strahlen der 
£- Achse, welche den Werten p' = und p' =« oo ensprechen, femer die 
durch A' gehende Parallele zur 9} -Achse, welche dem Werte p' ^ \p 
entspricht 

e) Punkt C durchlaufe die Hyperbel 

y^ — Ixy — \px — I vi>* = . 

P P 

Die Koordinaten des Mittelpunktes dieser Hyperbel sind ^o ™ ~ i«' > ^o ™ "" «X * 

Eliminiert man A, so ergibt sich ^ = ■— jpa^o; der Mittelpunkt liegt also 
auf der Parabel (9). Aus y* — Xxy = oder y{y — Xx) = ersieht man, 
daß die eine Asymptote der Abscissenachse, die andere Asymptote der 
Geraden y — - Ax » parallel ist. Daher ist die Gleichung der ersten 

Asymptote y + |t == und die der zweiten y = Are + ~ • Die Asymptoten 

sind also identisch mit den Geraden (15) und (12). Der Asymptoten- 
winkel 2a ist bestimmt durch die Gleichung tg2a»A. Die Hauptachse 
bildet mit der x- Achse den Winkel a. Sind /*, g die Halbachsen der 
Hyperbel, so hat man 

^ ^ ' 2X«(i/i + i»-i)' ^ 2A«(vT+T«"+ 1) ■ 

Liegt nun auf der Hyperbel (19), so erhält man durch Addition 
der beiden Gleichungen (3), nachdem man die zweite derselben mit X 
multipliziert hat, 

(21) I + ,^^p_ ' + ^y'y-^^-y _ (1 + ,)^ 

oder 

Diese Gleichung stellt eine Gerade dar, die zur zweiten Asymptote der 
Hyperbel senkrecht ist. 

Bei konstantem X und veränderlichem v stellt (19) die Schar sämt- 
licher Hyperbeln dar, welche die Geraden (15) und (12) zu Asymptoten 

21* 
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haben. Sie mnfaßt, wie man ans (20) ersieht, für v < ^^ alle diejenigen 
Hyperbeln, welche innerhalb des von den Asymptoten gebildeten spUsen 
Winkels liegen, und fltr X > r^j alle die Hyperbeln, welche innerhalb des 

stumpfen Winkels liegen. Für v *= ^ geht sie über in 

(y + f,)(y-i*-f,)-o, 

wird also zur Gleichung des Systems der Asymptoten, welches mit zur 
Schar gehört und als Hyperbel mit den Achsen /*=0, ^ = aufzufassen 
ist. Dieser Hyperbelschar entspricht nach (21) eine Schar paralleler Geraden, 
die zur zweiten Asymptote senkrecht sind. Wird auch X als variabel an- 
genonmien, so erhält man unendlich viele solcher Hyperbelscharen nebst 
ihren entsprechenden Parallelenscharen. 

Ist V konstant und nur X veränderlich, so bilden je eine Hyperbel aus 
jeder der vorigen unendlich vielen Scharen eine neue Schar, der, wie aus 
(21) hervorgeht, ein Strahlenbüschel durch einen bestimmten Punkt der 
£' Achse, für v «» ^ 1 der Büschel durch den Koordinatenanfangspunkt A^ 
entspricht. Läßt man jetzt auch v veränderlich werden, so erhält man 
abermals unendlich viele Hyperbelscharen der zweiten Art nebst ihren ent- 
sprechenden Strahlenbüscheln. 

n. Bllipse. 

1. Entwickeltmg der Gleichungen für |, 17. — Die Gleichung der 
Ellipse sei 

ihr Mittelpunkt M^ ihre Brennpunkte J\ und F^; die Koordinaten von B^ 
seien x^^ y^, die von B^ seien x^^ y^. Dann sind die Gleichungen der 
Tangenten in B^ und B^ 

Hieraus findet man als Koordinaten des Punktes C 

(23) ^^^'(y»-yi) ft'(^, -^), 

Die Gleichungen der Normalen in B^ und B^ sind 

a^y^x — l'^x^y =» (a* — 5*) x^y^ ; a^y^x — h^x^y « {0? — 6") x^y^ . 

Hieraus ergeben sich als Koordinaten des Punktes F 

(^A\ p= («' — ^')^ia?i(y, -yj . (o«^fe«)y,y,(a^~-a:^) 

^''''^ ^ a'{x,y,^x,y,) ' ^ b' {x,y, ^ x,y,) 

Aus (23) und (24) folgt 
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Da die Pnnkie B^ tuid B^ auf der Ellipse (22) liegen, darf man setzen 
(26) x^ » a cos 9j ; y| » 6 sin 9^ ; o:^ » a cos 9^ ; ^| » 6 sin ^^ • 

Dann wird 

« COB i(9f + g>i) b sin |(93 + yj 

Man mnltipliziere jetzt die erste dieser beiden Gleichungen mit 6, die zweite 
mit a und quadriere beide. Dann ergibt sieh durch Addition und Division 

und hieraus findet man weiter 
cos i (flp, — ®i) = , : cos 4 («1 + op,) =» , -=^ : 



8in|(9;, - 9i) ==- i/r« tl t =r~^ w»i(9>> + 9>i) = r ^, , . , , 1 
co8(98-9>i) 6ta?» + a'y« 5 ^^{99 + 9>i) =5*^«+-^«^«; 

CO891COS9), " 5ia;« + aV ^ sm^iSrn^, "- ^'x' + flV ' 

Es ist nun nach (26) cos tp^ cos g>^ «= ^-^ , sin ^^ sin 9, = ^f- ; also 

o* (6* — y«) 6* (g* — x^ 

Setzt man diese Werte in (25) ein, so erhftlt man 

(97\ t (a'-5«)( 6'-y')a;, ^ (a* - 6«) (a« - ar«) y 

Diese Gleichungen bestimmen die Verwandtschaft, welche zwischen den 
Punkten C und F besteht. 

2. Sich selbst entsprechende Funkte. — Soll Punkt F mit C zusammen- 
fallen, so müssen die Gleichungen 

(at_6«)(5«-,yt)a; ^ (gl -^l) (gl- gl) y 

gleichzeitig bestehen. Sind x und y von Null verschieden, so darf man die 
erste Gleichung durch x und die zweite durch y dividieren; lOst man so- 

dann die Gleichungen auf, so findet man x^ =» ^ - __ ,, ; y* ■■ , _ , , • 

Dies ergibt, weil y imaginär wird^ keine sich selbst entsprechenden Punkte. 
Sind solche vorhanden, so liegen sie denmach auf einer der Koordinaten- 

gl ^t 

achsen. Setzt man « =» 0, so ist y = oder y* «» — (a' — 6*). 

Dies ergibt wieder f&r y einen imaginären Wert; also enthält die y- Achse 

gl_51 

keine sich selbst entsprechenden Punkte. Setzt man y » 0, so ist op »- 

X 
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oder a;^ » a' ~ &', woraus man ersiebt, daß auf der Absdssenackse die 

beiden Punkte, welche die Abscissen ± |/a* — 6* baben, d. b. die Brenn- 
punkte J\ und F^y sieb selbst entsprecbende Punkte sind. Die gleicbzeitige 
Annahme :r ■» und ^ = f&brt zu einem unbestinmiten Resultate. 

3. Entsprechende Kwrvenscharen. 

a) Fu/nkt C äwrchlaufe die Gerade x ^ c, — Dann ist 

Aus der ersten Gleichung ergibt sich 

, 5«c (g* — 6» — c6) 
^ "" g«{ + g*c — 5*c ' 

setzt man diesen Wert in die zweite Gleichung ein, so erhält man nach 
gehöriger Reduktion 

6*c(a» + c^ri {a^l + a^c - &«c)(a* - c*)y . 

Wenn man jetzt quadriert und nochmals den Wert yon y* einsetzt, dann 
durch 6*c dividiert, so findet man als Ort von F 

(28) b^c («» + c^W = («* - c^y (o«5 + a^c - b^c) (a» - &» - cg) , 
was sich auch auf die Form 



(29) { 



ah(a' - c^«|» + bh{a^ + c'^W - («* - &*) (»" - c«)»J 

_(a«-6»)«(a»-c»)«c = 



bringen laßt. Aus (29) ersieht man, daß der Ort von F eine Ellipse ist, 
deren Mittelpunkt auf der Abscissenachse liegt, und für deren Halbachsen 
f, g die Gleichung 

besteht. Aus (28) ergeben sich, wenn man i} « setzt, die Abscissen |^ 
und $2 ^^^ beiden Hauptscheitel durch die Gleichung 

(a*^ + a^c - b^c) (a« - 6» - c|) « , 

nämlich 

_ g« -^ 6« _ (a'~fe«)c 

Als Abscisse des Mittelpunktes erhält man 
und die Halbachsen ^ind 

f=^U^ ,N- («'~0(«' + g') . ^ _ g(g' - O .„ (g' - b^{a^ - c«) 

' 2^^i 52; 2g«c ' ^■~6(g* + c«)' "" 2g6c 

Sind I', 1/' die Koordinaten eines Nebenscheitels der Ellipse (29), so ist 

^ 'T'^o ^^^ , n -±9-±- ^^ ■'; es ist also 
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ij' = ± v-5', d. h. die Nebenscheitel der Ellipse (29) liegen auf deigenigen 

Durchmessern der gegebenen Ellipse, welche zn den gleichen koi\jiigierten 

Durchmessern der letzteren senkrecht sind. 

a* — 6* 
Für c = ergibt sich 5 = 0, ij = • Die Ordinatenachse 

entspricht also sich selbst, und zwar dergestalt, daß, während C die ^-Achse 
von — oo bis und von bis + oo durchläuft, sich F auf der i^-Achse 
von bis + oo und von — oo bis bewegt, wodurch bestätigt wird, daß 
die Ordinatenachse keine sich selbst entsprechenden Punkte enthält. 

Setzt man c* ^ a\ d. h. durchläuft C eine der Scheiteltangenten der 
gegebenen Ellipse, so geht (29) über in ij* = 0, und es wird 

a« — &« , ^ a» — 5* u r. . a* — 6* 

Die Ellipse (29) artet also in diesem FaDe in diejenige Doppelstrecke aus, 
welche, auf der |- Achse liegend, durch die Erümmungsmittelpunkte für die 

Hauptscheitel der gegebenen Ellipse begrenzt wird. 

a* — 5* 
Läßt man c von a bis abnehmen, so bewegt sich ^ von 

bis 0; ^ und |j bewegen sich in derselben Bichtung bis ins Unendliche. 
Gleichung (29) stellt also in diesem Falle eine Schar von Ellipsen dar, 
welche die ganze Halbebene der positiven Abscissen und einen Teil der 
anderen Halbebene ausMlen. Nimmt c noch weiter ab, von bis — a, 
so erhält man die Schar der in Bezug auf die ^- Achse zu den eben be- 
zeichneten Ellipsen symmetrisch liegenden Ellipsen. 

Setzt man statt c, so bleibt (29) unverändert, ^ und ^ ver- 

tauschen ihre Werte, ^ behält seinen Wert, auch f und g bleiben ihrem 
absoluten Werte nach ungeändert Hieraus folgt, daß irgend zweien Geraden 

X =^ c und x = in [Cf] eine und dieselbe Ellipse in [r] entspricht, und 

daß femer allen diesen Geraden in [C^, für welche c < — a ist, wieder 
die erste der erwähnten symmetrischen Ellipsenscharen in [J], allen Geraden 
aber, für welche c> a ist, die zweite dieser Scharen entspricht. 

b) Punkt C durchlaufe die Gerade y =^ d. — Man findet dann in der- 
selben Weise wie in a) als Gleichung des Ortes von F 

a^d (b^ + d^^* = (6* - d^ (a^d - b^d - b\) (a* - &* + dii) 
oder 

ia^d(y + dyi^ + b^d(b^ - d^)W + (a' - h')Q>^ - d^ri 

^^^^ [ - («« - b^y {b' - d'^^d = . 

Diese Gleichung stellt eine Ellipse dar, deren große Achse mit der ii-Achse 

a* 6« 

zusammenfällt; die Ordinaten der Hauptscheitel sind i?i = j — , 

fl^ = i — ; die Ordinate des Mittelpunktes ist i^^j = — ö^ki 5 

die Halbachsen smd f = ^ 2pd — " ' ^ ^ 2iid ' ^® 

Nebenscheitel, liegen auf denselben Geraden wie die der Ellipse (29). 
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a* — b* 
Für eJ = wird J == , ij « 0. Die Abscissenachse entspricht 

sc 

also sich selbst, und zwar dergestalt ^ daß, w&hrend C die o;- Achse von 
— oo bis und von bis + oo durchläuft, sich F auf der |-Achse voa 
bis — oo und von + <X) bis bewegt, wodurch bestätigt wird, daß die 
Abscissenachse zwei sich selbst entsprechende Punkte enthüt. 

Setzt man cP «» b\ d. h. durchläuft C eine der Nebenscheiteltangenten 
der Ellipse (22), so artet die Ellipse (30) in diejenige Doppelstrecke aus, 
welche, auf der 17- Achse liegend, durch die ErÜmmungsmittelpunkte fär die 
Nebenscheitel der Ellipse (22) begrenzt wird. 

Den beiden Geraden y = d und ^ ™ ~~ t ^^ [^ entspricht eine und 

dieselbe Ellipse in [P]. Allen Parallelen zur Abscissenachse ^ f&r welche 
< (2 < & ist, entspricht eine Schar von Ellipsen, welche die ganze Halb- 
ebene der negativen Ordinaten und einen Teil der anderen Halbebene aus- 
fallen. Diese Ellipsenschar entspricht auch deijenigen Schar von Parallelen, 
für welche d <i — h ist Dagegen entspricht sowohl den Parallelen, für 
welche — & < d < 0, als auch denen, für welche d>h ist, eine zweite 
Ellipsenschar, welche zu der eben erwähnten Schar in Bezug auf die ^-Achse 
symmetrisch liegt 

c) ^Bu/nkt C durMaufe die Crerade y =^Xx. — Dann ist 

^ ^ (o' -- fe«)(6' — I'g«) Z (g* — h^ (g* — x^ 

5— (I«g«-[.&»)a: ' '^^ (l»g« + 6*)aj 

Multipliziert man die zweite Gleichung mit A und addiert, so findet man 

(g« - 5«) (6%^ X'g«) (g«~5')(5«^X'g«) 

Setzt man diesen Wert in eine der ersten Gleichungen ein, so erhält man 
nach einiger Umformung als Gleichung des Ortes von F 

(31) {XaH + h\) (I + In) - '^"•"fjy-/' ^' - . 

Diese Gleichung stellt eine Hyperbel dar, deren Mittelpunkt der Eoordinaten- 
anfangspunkt ist und deren Asymptoten die Gleichungen 

ka^l + 6*ij = und | + Xi? = 

haben; die zweite dieser Asymptoten ist zu der Geraden y =^ kx senkrecht. 

Für iL = ± — fallen die Asymptoten zusammen, und die Hyperbel (31) 
g 

artet aus in eine der beiden Doppelgeraden (aj ± ^^)* = 0, welche 
identisch sind mit den Geraden,' auf welchen die Nebenscheitel der Ellipsen 
in a) und h) liegen. 

Gleichung (31) bleibt unverändert, wenn man 7—^ für X setzt. Dem- 

nach entspricht den beiden Geraden y ^^^Xx und y » .— , x in \0\ eine und 

A g 

dieselbe Hyperbel in [JT]. Bei veränderlichem X hat man den Satz: ^fiem 

StraMenbüsdiel durch den KoardinatencmfangspufiJä Ä in [C] entspricht eine 

Doppelschar hmaen^ischer Hyperbel/n nwtAals gemeinsamem Mittdpunkt ein [!]''. 
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d) Punkt C durchlaufe die gegebene ElUpse (22). — Dann ist 

Die Gleichungen (27) werden also 

j. a' — ^j» . a> — 6» 

S i^^5 ^ = — fti— 2/'. 

Hieraus findet man 

und durch Einsetzen dieser Werte in (22) 

Dies ist die Gleichung der Evolute der gegebenen Ellipse, und man hat 
also den sich auch aus geometrischen Betrachtungen ergebenden Satz: ^^er 
gegebenen EUipse (22) in [C] entspricht ihre Evolute (32) in [f]." 

Hieran mögen noch einige allgemeinere Betrachtungen geknüpft werden. 
Man erkennt leicht, daß die Gleichungen (27) unverändert bleiben, wenn 

man in ihnen statt x und statt y setzt. Macht man diese 

X y ^ 

Substitutionen in (22), so erh&lt man die Gleichimg einer Kurve vierten 
Grades (der bekannten ,^euzkurve"): 

(33) S + p-1' 

welcher ebenfalls die Evolute (32) entsprechen mufi. Dies läßt sich auch 
mittels einer einfachen Bechnung bestätigen. Durch Elimination von y^ 

aus (33) und der ersten Gleichung (27) erhält man nämlich o; = — 1/ — ^-^ — ^ 
und durch Elimination von a? aus (33) und der zweiten Gleichung (27) 

yt^y — ^ i . Setzt man diese Werte in (33) ein, so ergibt sich (32). 

Die Kurve (33) besteht aus vier hyperbelähnlichen Zweigen, welche die 
Scheiteltangenten der Ellipse (22) zu Asymptoten haben. 

Bezeichnet man zwei Punkte C^ und C^ in [{?], für welche die Be- 

Ziehungen x^ = , yj — bestehen, als reziproke Punkte, so folgt 

^\ Vi 

aus dem Vorhergehenden, daß, wenn C^ auf der Ellipse (22) liegt, sein 

reziproker Punkt C, ein Punkt der Kurve(33) ist und umgekehrt Beiden 

Punkten entspricht dann in [J] ein und derselbe auf der Evolute (32) 

liegende Punkt F, Liegt C^ innerhalb der Ellipse (22), so liegt sein 

reziproker Punkt C^ innerhalb der Kurve (33) und umgekehrt; beiden 

Punkten entspricht jetzt ein außerhalb der Evolute (32) liegender Punkt JT. 

Liegt endlich einer von zwei reziproken Punkten in dem Baume zwischen 

der Ellipse (22) und der Kurve (33), so liegt auch der andere in diesem 

Baume, und beiden entspricht ein innerhalb der Evolute (32) liegender 

Punkt r. 
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In letzterem Falle lassen sich sowohl von (7| als auch von C^ aus 
Tangenten an die Ellipse ziehen. Diese vier Tangenten schneiden einander 
außer in C^ und C^ noch in C3, C4, C5, C^, Offenhar entspricht allen 
diesen Punkten C ein und derselbe Punkt F. Die Punkte C^ und C4, des- 
gleichen C5 und C^ sind reziproke Punkte, wenn die Bezeichnung so ge- 
wählt wird, daß keines dieser Punktepaare auf einer und derselben Geraden 
des von den Tangenten gebildeten Vierseits liegt. 

Ist Ci ein Punkt der Ellipse (22), so wird aus dem Yierseit ein Drei- 
seit; Punkt C5 fällt mit Cj, Punkt C^ mit O4 zusammen. Wie schon oben 
erwähnt wurde, liegt in diesem Falle Punkt C^ auf der Kurve (33) und 
der den Punkten C^ und C^ entsprechende Punkt F ist ein Punkt der 
Evolute (32). Derselbe Punkt F entspricht nach Vorstehendem aber auch 
den Punkten C^ und C4, und es muß daher außer der Ellipse (22) und der 
Kurve (33) noch eine dritte Kurve geben, welcher die Evolute (32) ent- 
spricht. 

Für die Koordinaten der Pimkte C^ und C^ findet man: 



jCm = — i^ ^-^ ; y. ■= — ^ \ *-i : 



Verbindet man entweder mit den beiden ersten oder mit den beiden letzten 
dieser Gleichungen die Gleichung der Ellipsentangente in C^ 

und betrachtet o:,, y, bezw. a;^, y^ als laufende Koordinaten, so kann man 
x^y yi eliminieren imd erhält unter Beräcksichtigung der Gleichung 
b*a^ + ö*yj = ö^ft* als Ort des Punktes C3 bezw. C^ eine Kurve sechsten 
Grades, deren Gleichung 

(34) (a« - «*) (5* - y*) {b^x^ + a^y^ + 8 a^b^x^y^ - 

ist. Dieser Kurve in \C\ entspricht die Evolute (32) in [JTJ. 

Bestimmt man die Schnittpunkte der in a) und b) betrachteten 
Parallelenscharen mit den Kurven (22), (33), (34), so ergibt sich, daß jede 
Gerade x^ c oder y =» d entweder die Ellipse (22) oder die Kurve (33) 
in zwei Punkten schneidet. Diesen Punkten in \C\ entsprechen in [T] die 
Schnittpunkte der Ellipse (29) oder (30) mit der Evolute (32). Femer 
schneidet jede der genannten Geraden die Kurve (34) in zwei Punkten; 
diesen Punkten in [C] entsprechen zwei Punkte in [F], in denen die 
Ellipse (29) oder (30) die Evolute (32) berOhrt. Aus letzterem folgt der 
Satz: „I>ie Evolute (32) ist die EinhÜUende der durch die Gleichungen (29) 
imd (30) dargestellten MUpsensdiaren" 

e) Pimkt C durchlaufe die gleichseitige Hyperbel 

(35) xy=^fiab. 

Dann erweitere man in den Gleichungen (27) die Brüche auf der rechten 
Seite mit x und setze y* =» - — ,j— • 
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Es ergibt sich 



.V _ (g« ^ 6») (g« -. ft«a«) a» ^«(o'--6')(a?' — a«)a ; 

Durch Division erhält man jetzt 

und hieraus 

Setzt man diese Werte in die erste der Gleichungen (36) ein und dividiert 
durch I, so ergibt sich fOr den Ort des Punktes F 






oder 
(37) 



- (1 - ^«)» (a« ~ 6«)» (aS - ^6i?) (^aj - 5i|) « . 

Diese Gleichung stellt eine zentrische Kurve vierten Grades dar, die durch 
den Koordinatenanfangspunkt Ä geht und diesen zum Mittelpunkte hat. 
Sie wird von der Geraden i^ = A§ geschnitten in 4 Punkten, deren Abscissen 
durch die Gleichung 

5*{ft[(a-Xfi6)» + (fta-A5)«Pl«-(l~^*)V-^')'(«-^f*^)(^«-^^)}=ö 
bestimmt sind. Zwei der Schnittpunkte fallen hiemach immer mit Ä zu- 
sammen; auch von den beiden andern gilt dies, wenn entweder A. » -^ 

oder l ^^ ist. Demnach sind die Geraden 



a| — (ibri = und [la^ — &ij = 

die Tangenten der Kurve im Koordinatenanfangspunkt Ä, Die Kurve 
schneidet die Koordinatenachsen außer in Ä noch in je zwei Punkten, deren 
Abscissen bezw. Ordinaten 

^ 1 — ;*• a* — 6* , 1 — ^« a« — &» 

sind, unendlich entfernte Punkte hat die Kurve nicht. 

Ist |* = ±1, d. h. geht die gleichseitige Hyperbel (35) durch zwei 
Schnittpunkte der Scheiteltsmgenten der Ellipse (22), so geht die Gleichung (37) 

über in / ^ -.- , n4 ^ 

(a|T&»?)* = 0. 

Punkt r bewegt sich in diesem Falle auf einer der beiden Geraden 
a| T af} » 0, und zwar innerhalb einer gewissen Strecke, welche vierfach 
durchlaufen wird, um diese Strecke zu bestimmen, differenziere man die 
erste der Gleichungen (36); man findet als Bestinmiuug dafOr, daB | ent- 
weder ein Maximum oder ein Minimum wird, die Gleichung 
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Setzt man hierin ft' » 1 , so erh&lt man 

woraus sich ergibt, daß | ausgezeichnete Werte annimmt für 

worin die Vorzeichen beliebig kombiniert werden dürfen. Je zwei der 
Werte, die man hieraus für | erhält, fallen zusammen, so daß man als 

findet 

Betrachtet man fi als veränderlich, so ergibt sich der Satz: ,yDer 
Schar sämtlicher glek^eUiger Hffperhdn m [C\, welche die Koordmixtenr 
ochsen m Asymptoten haben ^ entspricht eine 8cha/r lemmskaienähnXMier 
Kurven vierten Grades in [r\, welche den Koardinatenanfanffspunkl als ge- 
meinsamen Mittdpunkt haben. Zu dieser Sdiar gehören auf den beiden 
Geraden ai'^bri^O diejenigen Strecken^ deren Endpunkte durch die 

Ahscissm I - ± ("•-/•>^ heslmmt u,erdm- 

m. HyperbeL 

1. Entwickelung der Gleichungen für |, iy. — Die Gleichung der 
Hyperbel sei 

(3«) S-S-1- 

Man kann dasselbe Verfahren anwenden wie bei der Ellipse, nur daß man 
zur Einführung der Hilfswinkel q>^ und (p^ die Gleichungen 

benutzt. Doch gelangt man schneller zum Ziele ^ wenn . man in den 

Gleichungen (27) und in den folgenden — &' statt b^ setzt Dadurch 

ergibt sich 

,«QV fc (a' + ft')(&' + y')^ . (a«4-6«)(at^a.t)y 

V^^/ 5 =" h^x* — a^y* ' ^ ~ ft««« — a»y» 

2. iS'ic^ 5el&5^ entsprechende Punkte. — Man findet wie in H, 2, daß 
nur die Brennpunkte sich selbst entsprechende Punkte sind. 

3. Entsprechende Kurvenscharen. 

a) Punkt C durchUmfe die Gerade x ^ c. — Dann erhält man aus (29) 
als Gleichung des Ortes von F 



(40) 



\a'c (a» - c»)«|» - b*c (a» + c»)»i}» - (a* + 6*) (o» - c»)»S 

-(a« + 6»)«(o»-c»)»c-0/ 



Vennischte Mitteilungen. 333 

Dies ist die Gleichung einer Hyperbel, deren Hauptachse mit der |- Achse 
znaanunenfällt und für deren Achsen /*, g die Gleichung y = r-- . , , 1 
besteht. Die Abscissen der Scheitel und des Mittelpunktes sind 

_ a«4-fe« (g'-f fc «)c ^ (g^ + ^*) («* — g*) 

«1— c 5 5»— „1 »So™ 2g*c 

g* 4- h^ 
Für c == ergibt sich S =» 0; i^ = ^^^ — ; die Ordinatenachse ent- 

spricht sich also selbst, und zwar in ähnlicher Weise wie in II, 3 a. 

Setzt man c' » a', d. h. durchläuft G eine der Scheiteltangenten der 
Hyperbel (38), so artet die Hyperbel (40) in diejenigen beiden Doppel- 
strahlen aus, welche, auf der |- Achse liegend, die ErÜmmungsmittelpunkte 
für die Scheitel der Hyperbel (38) als Anfangspunkte haben und sich nach 
entgegengesetzten Bichtungen hin ins Unendliche erstrecken. 

Läßt man c von a bis abnehmen, so gestaltet sich die Sache ähnlich 
wie in n, 3 a. Gleichung (40) stellt dann eine Schar von Hyperbeln dar, 
deren erster Zweig die Halbebene der negativen Abscissen YoÜständig aus- 
fallt, und für deren anderen Zweig der positive Teil der Evolute der 
Hyperbel (38) die einhüllende Kurve ist. Nimmt c noch weiter ab, von 
bis — a, so erhält man die Schar der in Bezug auf die i}- Achse zu den 
eben bezeichneten Hyperbeln symmetrisch liegenden Hyperbeln. Die Werte 
e > a und c < — a ergeben keine neuen Hyperbeln, da, wenn man in (40) 

für c setzt, die Gleichung unverändert bleibt. 

h) Fwnkt C durcJUaufe die Gerade y == d, — Dann erhält man aus (30) 
als Gleichung des Ortes von F 



(«) { 



a*d (b* - d»)*|» - b*d (b* + «J*)»ij» - (a* + 6*) (b* + d»)»ij 

- (a* + by(b' + cP)*d - . 



Dies ist die Gleichrmg einer Hyperbel, deren Hauptachse mit der i]- Achse 
zasammenf&llt, und fdr deren Achsen die Gleichung y — ^. , _ ,1 besteht. 
Die Ordinalen der Scheitel und des Mittelpunktes sind 

(g' + ft*)«» . ^ «1+6.'. „ {a* + h*){h*-\-d') 
Vi 6i . Vt J-, Vo 2P5 

t 

a* -\- b* 

Für d — ergibt sich J = — — — , iy s= 0. Die Abscissenachse ent- 

spricht also sich selbst, und zwar in ähnlicher Weise wie in II, 3 b. 

g* -I- 6* 
Setzt man «J =» ± 6, so geht (41) über in i^ « ^ — y Durch- 
läuft also G eine Scheiteltangente der zur Hyperbel (38) konjugierten 
Hyperbel, so wird die Hyperbel (41) zu einer Doppelgeraden, welche der 
|- Achse parallel ist und durch den zum andern Scheitel der konjugierten 
Hyperbel gehörigen Krümmungsmittelpunkt geht 

Läßt man d von b bis abnehmen, so bewegen sich auf der ij- Achse 

g" + &' 
1^1 von ?- — bis 0, % ^°^ ^o ^^^ entgegengesetzter Bichtung bis ins 
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Unendliche; gleichzeitig nimmt das Verhältnis y von cx> bis — ab. Glei- 
chung (41) stellt also in diesem Falle eine Schar von Hyperbeln dar, welche 
die ganze Halbebene der negativen Ordinaten und einen Teil der anderen 
Halbebene aosfOUen. Ninmit d noch weiter ab, von bis — 2», so erhält 
man die Schar der zu den eben bezeichneten Hyperbeln in Bezug auf die 
^- Achse symmetrisch liegenden Hyperbeln. Die Werte d > 6 und d <i — b 

ergeben keine neuen Hyperbeln, da, wenn man in (41) -j für d setzt, die 

Gleichung unverändert bleibt. 

c) Funkt C durchlaufe die Gerade y = Xx. — Dann erhält man aus (31) 
als Ort fttr T 

(42) {Xa^l - h\) (5 + In) - -^ (6«ix«a^ = ^ • 

Diese Gleichung stallt eine Hyperbel dar, deren Mittelpunkt der Koordinaten- 
anfangspunkt ist, und deren Asymptoten die Gleichungen 

haben; die zweite dieser Asymptoten ist zu der Geraden y ^^ Ix senkrecht. 

Für X =« i — , d. h. wenn C auf einer Asymptote der Hyperbel (38) liegt, 

werden £ und r^ unendlich; es gibt dann also keinen im Endlichen liegendeu 
Kurvenpunkt, was sich auch leicht durch geometrische Betrachtungen be- 

stätigen läBt. Gleichung (42) bleibt unverändert, wenn man — r-^ für X 

setzt. Denmach entspricht den beiden Geraden y =* Xx und y »» — t-i^? in 

[O] eine und dieselbe Hyperbel in [I^. 

Bei veränderlichem X hat man den Satz: ^yDem Sirahlenhüsdtel durch den 
KoordincUenanfangspunkt Ä in [C] entspricht eine Doppdschar konzentrischer 
Hyperbeln mit A als gemeinsamem Mittelpuf^cte in [r].^ 

d) Punkt C durchiaufe die gegebene Hyperbel (38). — Dann ist die 
durch die Gleichung 

dargestellte Evolute dieser Hyperbel der Ort des Punktes F, Da die 



a« 



Gleichungen (39) unverändert bleiben, wenn man in ihnen für rr und 

— für y setzt, so entspricht die Evolute (43) auch der Kurve 

und durch Wiederholung der Betrachtungen, welche sich an die Ellipsen- 
evolute (32) knüpften, findet man, daß es noch eine dritte Kurve geben 
muB, der ebenfalls die Evolute (43) entspricht. Ihre Gleichung ist, wie 
man aus (34) erhält, 

(45) (x« - a^ {y^ + b*) {b^x^ - a^) + Sa^b^a^y^ = . 
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Die Kurve (44) bestellt aus zwei Zweigen, die zwischen den Scheitel- 
tangenten der Hyperbel (38) liegen, diese zu Asymptoten haben und 
einander in Ä berühren. Hieraus ergibt sich, daß jede Gerade rc = c ent- 
weder die Hyperbel (38) oder die Kurve (44) in zwei Punkten schneidet. 
Diesen Schnittpunkten in [0] entsprechen in [J] die Schnittpunkte der 
Hyperbel (40) mit der Evolute (43). Femer schneidet jede der genannten 
Geraden die Kurve (45) in zwei Punkten; diesen Punkten in [0] entsprechen 
zwei Punkte in [r], in denen die Hyperbel (40) die Evolute (43) berührt. 
Aus letzterem folgt der Satz: ^^Die EvoUäe (43) ist die Einhüllende der 
durch die Gleichung (40) dargestellten Ilyperhdsdiar" Weniger einfach sind 
die Beziehungen zwischen der Hyperbelschar (41) und der Evolute (43), 
wie daraus hervorgeht, daß jede der Geraden y = c? die Hyperbel (38) und 
die Kurve (44) in je zwei Punkten schneidet und außerdem noch die 
Kurze (45) in 2 oder 4 Pimkten treffen kann. 

e) Punkt C durchlaufe die gleichseitige Hyperbel xy ^^ fiab, — Dann 
erhält man nach demselben Verfahren wie in H, 3 e als Gleichung des 
Ortes von F 

^ ^ -(l+(i'y{a'+h^y(a^-lihfi){(iai + b,^)^0. 

Diese Gleichung stellt eine zentrische Kurve vierten Grades dar, die durch 
den Koordinatenanfangspunkt Ä geht und diesen zum Mittelpimkte hat. 
Die Kurve wird von der Geraden ij = it^ in vier Punkten geschnitten, 
deren Abscissen bestimmt sind durch die Gleichung 

|»{ft[(a-il^6)»-(^a+i&)»]«S»-(l+^«)»(a»+6»)»(a-A^6)(^a+A6)}=0. 

Zwei der Schnittpunkte fallen hiemach immer mit Ä zusammen-, auch von 

a 



den beiden andern gilt dies, wenn entweder ^ = ~r oder A = r- ist. 



Demnach sind die Geraden 

a| — fibfi^'O und fia^ + brj ^ 

die Tangenten der Kurve in A, Die Gerade n] =^ X^ schneidet die Kurve 
in unendlich entfernten Punkten, wenn 

{a-^kliby-{fia+Xby = [{a-X(ib)+(fia+Xb)][{a-Xiib)-(^a+Xb)]=0 

ist, d. h. wenn entweder X = , ^ J. oder X = .\^ . { ist. Daher haben 

die Geraden 

(47) {(i+l)ai-{ii-l)bri = und {(i - l)a^ + {(i + l)bri == 

einen unendlich entfernten Punkt mit der Kurve gemein; doch ist nur die 
zweite dieser Geraden ein Asymptote, da der unendlich entfernte Punkt der 
ersten Geraden ein singulärer Punkt der Kurve ist. Die Kurve schneidet 
die Abscissenachse außer in Ä noch in den Pimkten, deren Abscissen 

£ =s 4. ■ ' ^^ . — ^t — sind: die Ordinatenachse wird außer in Ä in reellen 
* -*- 1 — f** a ' 

Punkten nicht getroffen. 
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Bei veränderlichem ft hat man den Satz: „Der Schar sämUicker gleich- 
seitiger Hgperbeln in [0], welche die Koordinatenachsen eu Asymptoten haben^ 
entspricht eine Schar Kurven vierten Grades in [r\, welche den Koordinaten- 
anfangspunkt als gemeinsamen Mittelpunkt haben. Jede dieser Kuirven besteht 
atAs gwei suA bis ins Unendliche erstreckenden Zweigen^ die einander in A 
svkneiden, und für welche die zweite der Geraden (47) gemeinsame Asyn^tote 
ist; jede der Kurven enthält außerdem den unendlidi entfernten Ihmkt der 
ersten der Geraden (47) als singuiären Punkt,**^ 

Ist die Hyperbel (38) gleichseitig, so vereinfachen sich die gefundenen 
Resultate. Die Hyperbeln der Schar (42) sind in diesem Falle ebenfalls 
gleichseitig. 

Prenalau. W. Stbgemann. 

Zu 68. (Bd. IV, S. 349) (£. N. Barisien). Die EUipse sei durch die 
Gleichung 

(1) b^x^ + aV " «*«»* 

gegeben; die Gleichungen der Asymptoten der gesuchten gleichseitigen 
Hyperbel seien 

(2) y-Ax + p, ,--*- + ,. • 

Beteichnet man den konstanten Inhalt des Rechtecks, das durdi die beiden 
von einem Hyperbelpunkte aus auf die Asyn^toten gefällten Lote gebildet 
wird, mit c\ so ergibt sich als Gleichung der Hyperbel 

(3) (y - Ix -p)(ly + X - 1«) = (1 + l')<^. 

Sie soll durch die Endpunkte der großen Achse der Ellipse gehen; daraus 
erh&lt man die beiden Gleichungen 

(- la-p){a - lg) = (l + i«)c*; (la -!»)(- a - 1^) = (1 + l«)c». 

Aus ihnen findet man l « l/^ : c^ ■« ^^^^H^ , und durch Einsetzen 

r q' p + q 

dieser W^rte geht (3) fiber in 

}pf 

Durch Verbindung der Gleichung«i (2) erhält man als Koordiajiteii des 
Mittelpunkts der Hjpiarbel (i) 



und hieraus folgt: 






Seut man di« in ^4"^ ein, so wüii die Gleichung der Hvp«*w3 

i i -» -* -1- r* 
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Multipliziert man diese Gleichung mit b* und subtrahiert von ihr Gleichung (1), 
so ergibt sich 

^L — r^ "" (^ + ^ ^^ + T^J "" ' 

also entweder ^ = 0, und dies bezieht sich auf die Endpunkte der großen 
Achse der Ellipse, oder 

und dies ist die Gleichung der zweiten gemeinsamen Sehne der Ellipse (1) 
und der Hyperbel (5). Die Bedingung dafür, daß sich beide Kurven be- 
rühren, ist die, daß die Gerade (6) gemeinsame Tangente werde, also nach 
bekannter Formel 

^ + " L(a« + b*)n] L («• + 6*)»j J " 
oder 

(a* + b*)*ti* + 4a»6»|* - 4ft» (|* + »»*)* - . 
Die Gleichung des gesuchten Ortes ist also 

oder io Polarkoordinaten 

(7) r^ = a^cos«^ + ^^' +,^'^' sin'd. 

Hieraus ergibt sich folgende Konstruktion: Um den Koordinatenanfangspunkt 

a* + 6* 
O schlage man zwei Kreise mit den Radien a und — ^T — ) sodann ziehe 

mau von aus einen Strahl, der mit der Abscissenachse den beliebigen 
Winkel d bildet und den ersten Kreis in Ä^ den zweiten in B schneidet. 
Durch A lege man die Parallele zur ^- Achse, durch B die zur rr- Achse; 
der Schnittpunkt beider Parallelen sei C, Endlich trage man auf OÄ die 
Strecke OP^OC ab. Dann ist P ein Punkt der Kurve (7). Eine Dis- 
kussion dieser Kurve findet man in „Schlömilch, Übungsbuch zum 
Studium der höheren Analysis, 1. Teil, 2. Auflage, Leipzig, Teubner, 1873^^ 
auf S. 83, No. 15. 

Prenzlau. W. SteqemAnn. 

Zu 69. (Bd. IV, S. 349) (E. N. Barisien). Die erste Behauptung gilt 
für jedes beliebige Dreieck; der Kreis £' ist der Feuerbachsche Kreis. 
Die zweite Behauptung folgt daraus, daß das Dreieck AMB rechtwinklig 
ist; die Kreise 2 und 2' berühren einander im Punkte M, 

Prenzlau. W. STEOEMAim. 

Zu 71. (Bd. IV, S. 349) (K. Cwojdzinski). Gegeben sei Dreieck ABC 
und die Gerade g. Von A, B, aus föUe man auf ^ die Lote AD^ BEy 
CF, femer von D, E, F aus auf BC, CA, AB die Lote Dö, EH, FJ. 
Die drei letzten Lote schneiden sich im Lotpunkte L, Fällt man nun noch 
von L aus auf g das Lot LKy so ist LK ^^ ö zu bestinmien. 

ArobiT der Mathematik und Fhyiik. HI. Reihe. V. 22 
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Es ist munittelbar emleucbtend, daß, wenn man die Gerade g parallel 
mit sich selbst verschiebt, die Punkte D, E^ F ihre gegenseitige Lage bei- 
behalten; da auch die Geraden DG, EH, FJ eine Parallelverschiebnng 
erleiden, so bleiben die Dreiecke LEF, LFJ), LDE unverändert und die 
Strecke d ist also für parallele Gerade eine konstante Größe. Man kann 
daher die Gerade g durch eine ihr parallele (jrerade g' ersetzen. Diese 
werde durch den Scheitelpunkt A desjenigen Dreieckswinkels gelegt, der von 
ihr innerlich geteilt wird; die Seite BC werde von g' iß. M getroffen. 
Konstruiert man jetzt, wie oben angegeben wurde, so fftUt Punkt D mit A 
und die Gerade DG mit der von A ausgehenden Dreieckshöhe zusammen. 
Es ist dann 

d = LK = AL ' cos ALK =^ AL • cos AMG =« AL • cos^j ; 

AT ^i^ BUkAFL _ AF- coe FAJ _ AF - cogy, 
^^ ■" mALF "" «OL ABC mß ^ 

AF-^ CAeosCAF^ 2rsin/lcoft9^. 

Mithin 

^1/ » 2rcos9]^cos9,; d » 2rcos9jCOS9)^co8 9j. 

Prenzlau. W. Stegemakn. 



2. Spreelisaal fBr die Eneyklopadie der Mathematteelieii Wissenscliaften. 

[Einsendungen för den Sprechsaal erbittet Franz Meyer, Königsberg i. Fr., 

Mitteltragheim 61.] 

Zu I, S. 993, Note 272. 

Es ist kein hergebrachter Irrtum y sondern durchaus sachgemäße die 
natfirlichen Logarithmen als Napi ersehe zu bezeichnen. Wenn man Napiers 
ursprüngliche Logarithmen unwesentlich umformt, nämlich ein Komma hinein- 
setzt und, worauf Napi er ausdrücklich hinweist, das Vorzeichen anders 
wählt, so erhillt man ein Logarithmensjstem, dessen Basis genau die tran- 
scendente Zahl e ist. Beschrankt man sich auf die Einsetzung des Konmis, 
so wird die Basis allerdings l/e. Die beiden Zahlen e und 1/e sind aber 
als Grundzahlen von Logarithmensjstemen einander völlig gleichwertig. Die 
Betrachtungen, durch welche Napier in der Constructio von seiner vor- 
läufigen Basis (1 — 10"'^^®^ zur echten Basis 1/e übergeht, sind genial und der 
höchsten Bewunderung würdig, sie werden durch die Gleichung d^ =» dx j x 
genau umschrieben. 

Dagegen haben Bürgis Logarithmen, nachdem sie gleichfalls durch 
Einsetzung eines Komma auf moderne Form gebracht sind, zur Basis die 
rationale Zahl (1 -f 10"*)*^, die mit der Zahl e auf 4 Dezimalstellen über- 
einstimmt, theoretisch aber mit ihr nicht die geringste Verwandtschaft zeigt 

Man vergleiche Napiers Constructio, besonders auch die englische 
Übersetzung von William Rac Macdonald, Edinburgh u. London, 1889 
und Paul Tannerj, Anzeige der phototypischen Nachbildung der Con- 
structio in Darboux Bulletin, femer M. Koppe: Die Behandlung der 
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Logarithmen und der Sinus im Unterricht, und M. Koppe: Rezension zu 
Gravelaar, Napiers Werken, BibL math., 1901, 3, 150 — 152. 

Berlin. M. Koppe, 

Es scheint der Redaktion — im wesentlichen in Übereinstimmung mit 
einem ihr zur Verfügung gestellten Schreiben des Herrn Professor Mehmke, 
des Verfassers des Encyklopädieartikels I F — daß hier weniger eine sachliche 
Differenz, als ein unterschied in der Auffassung vorliegt. Herr Koppe 
gibt zu, daß Napiers Logarithmen wie sie uns überliefert sind, die Basis 
Ije haben. Wenn Herr Koppe die Änderung des Vorzeichens, um auf die 
Basis e zu kommen, nur für eine unwesentliche Umformung hält, so ist eben 
darin Herr Mehmke anderer Meinung; er weist in seinem Artikel (Encyklop. I, 
S. 986 oben) darauf hin, daß es gar nicht üblich ist, negative Logarithmen 
zu schreiben. Oder um es drastisch auszudrücken, was würde man sagen, 
wenn bei einer Tafel der logcotgoi; in der Überschrift tga; statt cotga; stände? 

Daß bei Bürgi die Basis nicht genau, sondern nur bis auf eine gewisse 
Anzahl von Dezimalen gleich e ist, wie Herr Koppe angibt, ist vollkommen 
richtig; Herr Mehmke ist in seinem Artikel der Kürze halber nicht darauf 
eingegangen, da für ihn die natürlichen Logarithmen überhaupt keine wichtige 
Rolle spielten. Wenn Herr Mehmke die Verdienste von Bürgi besonders 
betont hat, so ist das geschehen, weil die Engländer jene Verdienste eben 
nicht haben anerkennen wollen, jedenfalls sie nicht anerkannt haben. 

Anmerkung der Redaktion. 

Der wahre Sachverhalt läßt sich nur aus den Quellen feststellen. Sie 

geben ein eindeutiges Resultat, welches für persönliche Auffassung keinen 

Spielraum läßt. Li den ipodemen Handbüchern sind sie nicht ausreichend 

analysiert. 

Der wesentlichste Punkt ist, daß Napier von der vorläufigen Basis 
ij 

(1 — 10""^ zu der definitiven Basis Ije übergegangen ist, daß er somit 

— genau zur Grundlage seiner 

1 
ausführlichen Tabelle gemacht hat. Die vorläufige Basis war eine rationale 
Zahl, die mit e~^ auf 7 Stellen übereinstimmt. Schon Witt st ein in der 
Einleitung seiner Logarithmen-Tafel sieht die Einsetzung des Komma und 
die Änderung des Vorzeichens, die ja Napier selbst schon erwähnt hat, 
als eine unwesentliche Modernisierung an, er glaubt aber als wesentlichen 
unterschied zwischen Napier sehen und natürlichen Logarithmen hervor- 

heben zu müssen, daß jene die rationale Zahl (1 — 10''^) , nicht e oder 
l/e zur Basis hätten. Diese letzte Annahme erkennt man aber gerade als 
falsch, wenn man nicht nur die Gebrauchsanweisung (Descriptio), sondern 
auch die Gonstructio, die theoretische Entwicklung der neuen Erfindung, 
zu Rate zieht Kewitsch hat sich, wie Wittstein, mit der Descriptio 
begnügt, daher ist seine, von Cantor und von Mehmke ohne weiteres an- 
genommene Formulierung nur eine Annäherung an die Wahrheit, die in 
einer künftigen Geschichte der Mathematik nicht mehr die erste Linie be- 
haupten wird. 

22* 
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Der Hinweis auf Encjkl. I, S. 986, negative Logariihmea seien gar 
nicht üblich*' Ist ungenau. Denn jene Stelle handelt nur Ton Briggi sehen 
Logarithmen. Diese werden allerdings nicht nur heute — was ja für unsere 
geschichtliche Frage nicht in Betracht kftme — sondern wurden schon von 
Briggs nnd Wallis in folgender Weise umgewandelt 

log 1 Ä = — 0,49715 = 0,50285 — 1 . 

Eline derartige, auf S. 986 besprochene, Umformung wäre aber Ükr natöriiche 
Logarithmen nicht sachgemäß, man muß nicht setzen 

Ui 1/ä « — 1,14473 =- 0,85527 — 2 , 

sondern nach Kapiers Anweisung 
In 1/ä = — 1,14473 - 1,15786 — 2,30259, d. k -= 1,15786 — In 10, 

woraus - -^ 3,1831 : 10 wird. Wirklich brauchbare Tafeln — nicht 

Listen — natürlicher Logarithmen sind heute kaum vorhanden, ihr Numerus 
müßte Ton 1,000 bis 9,999 gehen, nicht etwa tou 100,0 bis 999,9. 

Wenn in einer Tafel statt der Überschrift log cot x stände logtgx, so 
würde ich verlangen, daß auch log sin x in logcosecx, log cos x in logsecx 
gelindert würde. Dann ließe sich mit ihr sehr gut jede Aufgabe aus der 
sph&rischen Trigonometrie lösen. Daß diese Tafel mit der Basb ^q ^on der 
Briggischen wesentlich verschieden w&re, wird wohl niemand sagen. 

Eine Zeile in Napiers Tafel lautet: 

Sinus Logarithmus Differentiae Logarithmus Sinus 

+ 1- 
30*0' 5 000 000 6 9S1469 5 49S059 1.438 410 8 660 254 60*0' 

Die mittelste Kolumne enthält log tg 30^ oder log tg 60^ je nach der Wahl 
des Vorzeichens. Napier wußte also sehr wohl negative Logarithmen zu 
verwenden. 

Berlin. M. Koppe. 

Zu m 3, S. 84. 

A la pag. 84 du 1 lU^ on parle de ce fait, que, pour determiner 
completement la forme d'une courbe dans Tespace, il est necessaire et 
süffisant de connaitre les expressions de la courbure et de la torsion en 
fonction de Tarc. Or cette importante proposition se trouve deja implicite- 
ment dans la Mecanique anaifftique de Lagrange; mais eile a ete enoncee 
(sinon anparavant) par Bertrand en 1853 dans la demiere note an Chap. III 
de la Sect. V (l^** Partie) de cet ouvrage. On lit en effet au bas de la 
pag. 182 du t, XI des Oeuvres de Lagrange (Paris 1888): „On voit, 
d'apres les resultats precedents, que deux courbes sont superposables lorsque 
les rajons de premiere et de seconde courbure s'expriment, dans Tune et 
dans Tautre, par une meme fonction de Tarc. Etc.» 

Genes. Ging Loria. 
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Berichtigimg zu I B Ib. 

S. 263, Zeile 10 — 26. Die Bedenken gegen die Sylvestersche 
£liminationflmethode sind leicht zu heben. Nftmlich bei der Anwendung auf 
die homogenen Qleichungen 

jerj = 0, je5 = 0, s^ ^ 
resp. 

,»^0, j^| = o, 4 = 0, «; = o 

gewinnt man bei der Elimination eine Determinante, in der (nach passender 
Anordnimg der Zeilen) die Elemente der Hauptdiagonale gleich 1, die 
übrigen Elemente aber sind. Damit ist bewiesen, daß die fraglichen 
Relationen yon einander unabhängig sind. 

Budapest. Josef Kürsohae. 
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Über das Caüehysolie Integral. 

Von M. Hamburger. 

Nach dem Satze von Cauchj läßt sich jede innerhalb einer begrenzten 
Fl&che stetige Funktion f(x) fOr alle Punkte innerhalb der Begrenzung 
durch das Litegral 

(') ft«) - ^j'm 

ausdrücken, worin das Integral Über alle Punkte der Begrenzungslinie 
erstreckt ist. Bekanntlich können aber die Werte auf der Begrenzungslinie 

Siteimgaberiohta d. Berl. ICath. Om. II. 2 
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nicht willkfirlich Torgeschiiebeii werden. Sind z. B. die reellen Teile dieser 
Werte gegeben, so sind die imagiidren Teile bis aof eine Konstante dadnicfa 
mitbestimmt. Andererseits ergibt jedoch der IntegralaoBdrack waf der rechten 
Seite Yon (l) bei willkürlich Yorgegebenen Werten in den Pnnkten der 
Begrenzung, falls sie nnr so gewfthlt sind, daß die Bedingungen der Integrier- 
barkeit erfttUt sind, eine bestinmite und zwar stetige Funktion Yon x. Nnr 
ist zn erwarten, daS diese Funktion, die wir mit F(x) bezeichnen wollen, 
an den Pnnkten der Grenze im allgemeinen andere als die Yorgeschriebenen 
Werte erhalten wird Es fragt sidi, in welcher Bendinng diese W^te zu 
einander stehen. Mit der gefondenen Beziehung eingibt sich zugleich die 
notwendige und hinreichende Bedingung f&r die Besdiaffenheit der gewählten 
Randwerte, damit eine in der FlSche stetige Funktion mit diesen Band- 
werten existiere. Nehmen wir zunächst ab FUehe einen Kreis um den 
Ursprung mit dem Badius R an. Setzt man g »* i{f^', so werden die 
Werte auf dem Kreisum&ng durch eine willkfirliche eindeutige Funktion 
Yon ^ auszudrücken sein, die die Periode 2x hal Eine solche lAßt sich 
allgemein und nnr auf eine einzige Weise durch die Reihe 

(2) r(Äe*0=2'^''''' 

darsteUen, wobei die Koeffizienten o^ durch die Integrale 

IM 



(3) a.-^fn^< 



eindeutig gegeben sind. Die einzige Voraussetzung, die hier gemacht wird, 
ist also, daß diese Integrale bestimmte Werte haben. Das zu untersuchende 
Integral (l) über die Kreislinie erhält bei der Substitution m =» Be^* die Gestalt 



iM 



(4) Fix) = ^ 



-¥ 






Für aUe Punkte im Innern des Kreises, wo |X <Z R ist, gilt die Reihen- 
entwickelung 

Be^'^x ^^B^ ^R'^ ^ ' 
und das Integnl (4) wird wegen (3) 

^ W = «0 + «1 J + «1 ^ + • • • 



(5) ^ ^ 



■2 

Setzt man, um die Werte Yon F(x) an den Punkten des Grenzkreises zu 
erhalten, x »» Rf^\ so erh&lt man 
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Diese Werte unterscheiden sich von den vorgeschriebenen, durch die Reihe (2) 
daxgestellten Werten f{z) dadurch, daß die Glieder mit den negativen 
Potenzen von e^' sämtlich fortgefallen sind^ Der Unterschied reduziert sich 
auf Null, wenn man für /*(i2e^') einen beliebigen Ausdruck von der Form 

^' Ojc^^' nimmt, wo die endliche oder unendliche Summe nur über 
* 
positive ganze Zahlen, die Null inbegiiffen, erstreckt wird. Diese Form f&r 
die Bandwerte ist daher die notwendige und hinreichende Bedingung dafOr, 
daß man durch das Gauchysche Integral eine Funktion f{x) erhftlt, die 
an den Funkten des Orenzkreises die Werte f(Be^^ annimmt f(x) ist 
dann durch die Beihe 

darstellbar. 

Hieraus ergibt sich leicht der Satz, daß eine Funktion im Innern des 
Kreises bis auf eine rein imaginfire Eonstante vollkonunen bestimmt ist, 
wenn der reelle Teil an der Grenze einen dort allenthalben beliebig ge- 
gebenen Wert annimmt. Denn, da nach dem Obigen an der Grenze 

OD 

f(Ee^^ = ^^ gyg*^* sein muß, so ist, wenn ax=«ax+/^x» gesetzt wird, 
der reelle Teil u von f{g) durch die Beihe 

** == <*o +^^ ("« ^8 %& — ßjgBm nd) 

aasgedrückt. Nach dem Fouri ersehen Theorem sind aber die Koeffizienten 
'S») ^1 ßiy ^1 ßii ' ' ' ^^urch die Werte von u ffir alle d eindeutig be- 
stimmt; damit sind auch o^, a^^ — und der reelle Teil von o^^ mit u be- 

OD 

kannt Die Funktion /*(^)=^^-=^ ist also bis auf die willkürlich 

gebliebene Konstante ß^i vollstftndig bestimmt 

Es fragt sich, welche Bedeutung die ausgelassenen Glieder mit negativen 

Potenzen in der die vorgeschriebenen Bandwerte darsteUenden Beihe ^^ (ht^^* 

für das Gauchysche Integral haben. Diese kommen in Betracht, wenn 
man den Wert des Integrals fEb* Punkte x außerhalb des Kreises bestimmen 

entgegengesetzter Bichtung genommen, da für Punkte außerhalb diese Bich- 
tung als die des positiven UmlaufB zu betrachten ist, setzen wir also 



m 

X 



'« - hj 








so ist, da jetzt | x | > i2 

2* 
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and dft 



t9 
fO 






F{») = a-i— + o-t-jr + «-»-jr + • • • 
eine Beihe, die an der Orenze x =» B^* in 

fibergeht. Die notwendige nnd hinreichende Bedingung daför, daß man 
durch das Canehjsche Integral eine Funktion erhftlt, die in dem Bereiche 
außerhalb des Kreises stetig ist und auf der Kreislinie Torgeschriebene 
Werte erhftlt, ist demnach die, daß die nach Potenzen von e^' entwickelte 
Reihe für f(Re^^ nur Glieder mit negativen Potenzen enthält. Die 
Koeffizienten a_i, a_9, . . . liefern dann für die Funktion auf dem be- 
trachteten (rebiete den Ausdruck durch die Beihe 

f{x) - a-.i — + a-2-^ + a_s^ + • • • 

Diese Funktion ist, wie sich aus einer der obigen analogen Betrachtung 
ergribt, durch die Kenntnis der reellen Bestandteile der Bandwerte yoII- 
ständig (also nicht bis auf eine rein imaginäre Konstante) bestimmt. Dafiir 
muß sie noch die Bedingung erfüllen, ffir x =» oo za verschwinden. 

Verschwinden die Glieder mit negativen Potenzen in der die vor- 
geschriebenen Bandwerte darstellenden Beihe f(z\ so wird das Cauchysche 

Integral 1 -— — fl&r jeden Punkt x außerhalb des Kreises gleich Null, 
J fi — X 

wie auch umgekehrt das Verschwinden dieses Integrals für | a; | > 12 das 
Verschwinden der Glieder mit negativen Indices in der Beihe ffir die Band- 
werte von f{z) zur Folge hat. Man kann daher die Bedingung daffir, daß 
das Cauchysche Integral f(lr Punkte im Innern des Kreises eine Funktion 
bestimmt, die am Bande die Werte f{z) annimmt, auch dahin aussprechen, 
daß dieses Integral fOr Punkte außerhalb des Kreises verschwinde. In 
dieser Form läßt sich die Bedingung auf Flächenteile, die von beliebigen 
Kurven begrenzt sind, ausdehnen. Die Wahl der Bandwerte von f{3).ma& 

/f(z) dz 

alle Punkte außerhalb der Begrenzung verschwindet In der Tat ist, wenn 

f(ß) eine im Flächenteü überall stetige Funktion darstellt, _.^ , falls der 

Punkt X außerhalb der Begrenzung liegt, innerhalb des Flächenteiles eben- 
falls überall stetig und folglich nach einem Satze von Cauchy das über 

/f(z) dz 
-^^ — = für jeden Punkt x außerhalb 

der Begrenzung. 

Um für einen beliebig begrenzten Bereich T explicite die Bedingungen 
anzugeben, die die Bandwerte einer Funktion erfüllen müssen, damit das 
Cauchysche Integral für die Punkte x im Lmem des Bereiches T eine 
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Fnnktion von x darstellt, die am Bande die vorgeschriebenen Werte erhält, 
nehmen wir an, daß eine Funktion to ^ ^(js) bekannt ist, welche die kon- 
forme Abbildting des Bereiches T auf das Innere eines in der M;-Ebene um 
den Punkt t(7 » etwa mit dem Badius 1 beschriebenen Kreises vermittelt, 
so daß der Begrenzvngslinie des Bereiches T die Peripherie des Ejreises 
und jedem Punkte im Bereiche T nur ein Punkt im Innern des Kreises und 
umgekehrt entspricht. Die Existenz einer solchen Punktion ist bekanntlich 
f&r Fälle großer Allgemeinheit von Herrn H. A. Schwarz dargetan. Es 
ist demnach für jeden Punkt der Bandkurve von T \^(e)\=^ 1, also 

t(i(ip) = e^', 1 -^tM über die Bandkurve erstreckt « 2 jri, für jeden Punkt 

im Innern von T | i(;(jEf) | < 1. Femer verschwindet ^(ß) — tl>(x) fftr keinen 
Punkt g im Innern von T außer für e =^ x; denn sonst würde zwei Pimkten 
im Innern von T derselbe Punkt iv in der Kreisfläche entsprechen. Endlich 

muß -^ für alle Punkte innerhalb T von Null verschieden sein, da sonst 

dz ' 

Jg. 

-3 — für einen Pxmkt der Kreisfläche unendlich werden müßte, also dieser 
dw ' 

Punkt ein Windungspunkt der t(7- Fläche wäre, was bei einer einblättrigen 

Kreisfläche ausgeschlossen ist. Aus diesen Voraussetztmgen folgt, daß, wenn 

f(z) eine im Innern des Bereiches T eindeutige und stetige Funktion ist, 

die Integrale 



r mds , rmäWL 

J z^x "^^ J '^{^)-^{xy 



beide über den Band von T erstreckt, einander gleich sind. Ihre Diflferenz 

m {(^W - ^{X)) - (If - X)ip'{B)} dz 



J 



(Z - X) (^l>(z) — il>(x)) 



ist nämlich ein über den Band von T erstrecktes Integral einer Funktion, 
die für keinen Punkt innerhalb T unendlich wird. Denn f{e) ist der 
Voraussetzung nach stetig, und der Neimer verschwindet nach dem eben 
Bemerkten im Innern von T nur für ;er » x, und da 'tlf'^g) fOr alle Punkte 
von Null verschieden ist, so verschwindet der Nenner für z — x nur im 
2teii Qrade, der Zähler aber mindestens vom 2*^ Grade, folglich bleibt der 
Integrand auch für jer » o; endlich, also verschwindet nach dem Cauchjschen 
Satze das betrachtete Bandintegral. 

Wir betrachten nun statt des Cauchjschen Integrals das Integral 



^(«) -,ik-/ 



f{g)di>iz) 
^{z)-ip(x)' 



über den Band des Bereiches T erstreckt, und wählen für f{z) eine willkür- 
liche Funktion derart, daß sie, wenn .0 die Bandkurve durchläuft, den 
Anfangswert wieder annimmt. Eine solche Funktion kann stets und nur 
auf eine Weise in folgende Beihe nach ganzen positiven und negativen 
Potenzen von fff^e) entwickelt werden: 

fie) - flo + «1* W + fl» (tJ'W)*+ • • • 

+ a-it(j»)-i + a-, (t W)~* + • • • 
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Die a sind eindeutig bestimmt; denn J^'^~'^d^{z) ist, wenn x von ver- 
schieden ist, ^--^^~ und also das Integral über die Bandkurre gleich Null, 

da ^{$) im Anfangs- und Endpunkt denselben Wert hat und I -^fr — 2 ni. 
Demnach ist 

das Integral über die Bandkurve erstreckt. Nun ist 

Da 1^(^)1 < 1, 1 1^(^)1 » 1, so gilt die Entwickelung 

und mit Berücksichtigung der Werte für a« erhalten wir F{x) durch die 
Beihe dargestellt 

F{x) « «0+ ai^(x) + o, (t|;(a;))*+ • • • 

Die Bandwerte dieser Funktion sind durch die Beihe 

% + «1 1 W + «»* W* H — 

gegeben, unterscheiden sich also von den vorgeschriebenen Bandwerten da- 
durch, daß die Glieder mit den negativen Potenzen fortgefallen sind. Dem- 
nach ist die Darstellbarkeit der Bandwerte in der Form ^ 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß eine eindeutige und 
stetige Funktion in T mit diesen Bandwerten existiere. Auch hier erkennt 
man leicht, daß, wenn die reellen Bestandteile der Bandwerte gegeben sind, 
die Funktion bis auf eine rein imaginäre Konstante bestimmt ist. 

Betrachten wir den Fall, daß der Bereich T die positive Halbebene 
in der f- Ebene ist. Hier vermittelt die Funktion 



w 



-*w=hn 



die Abbildung des Bereiches auf du Innere eines Kreises tun den Ursprung. 
Die willkflriiche Funktion f{t) auf der reellen Achse, als Bandknrre, hat 
die Bedingung zu erMlen, daß /'(— oo) °> f{^ oo) ist, und ihre allgemeine 
Darstellung ist hier 

fU) = 0»+ o. i^! + a,(^y + ... +- 
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Da z reell ist, so ist — r-- =" 1 iind für j? = ± oo — ; — -. = 1. Sollen 

die vorgeschriebenen Bftndwerte die Bedingung erfELllen, daß eine Funktion 
mit diesen Werten auf der reellen Achse in der positiven Halbebene existiere, 
so müssen die Glieder mit negativen Potenzen in Wegfall kommen, und 
die Beihe 



ÖA + 



«i(^)+«tg:p;y+ 



die für jeden Punkt x auf der positiven Halbebene konvergent ist, stellt eine 
Funktion dar, die auf der reellen Achse die vorgeschriebenen Bandwerte hat. 
Die Darstellung einer Funktion durch das Cauchjsche Integral gibt 
auch das Mittel an die Hand, die Bedingungen für die Bandwerte an- 
zugeben, wenn die Fimktion im Innern des Bereiches in gegebenen Punkten 
gewisse vorgeschriebene ünstetigkeiten annehmen soll. Da wir es hier 
nur mit eindeutigen Funktionen zu tun haben, so ist für einen solchen 
Punkt z ^ z^ die ünstetigkeit der Funktion in der Gestalt 

mit einer endlichen oder unendlichen Anzahl von Gliedern vorgeschrieben, 
derart, daß die Differenz zwischen der Funktion f{z) und ip{z) in der Um- 
gebung von z '^ Zq endlich und stetig ist. Nehmen wir wieder den um den 
Ursprung mit dem Badius R beschriebenen Kreis als den Bereich für die 
zu bestimmende Funktion an, und seien in demselben beispielsweise zwei 
ünstetigkeitspunkte z ^h^ z ^^ c. Diese umgeben wir mit Kreisen vom 
Badius ' ^, so daß ^ < JR und < j | & — c | ist, dann ist nach dem 
Cauchyschen Satze 



^*t/ X — c — 






gültig für den von dem Kreis R und den Kreisen um h und c begrenzten Bereich. 
Die Bandwerte an deiii äußeren Kreis und den inneren Kreisen seien 
vorläufig beliebig gewählt, und wir bezeichnen die durch die Summe der 
Integrale bestimmte Funktion mit F(x), Es sei 

+ 00 

f{Ren^^a,e-^\ 

]Cas~oe 
-f-00 4- OD 

dann gibt als Beitrag zu F{x) das erste Integral wie früher die Beihe 

X x^ 
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Das zweite g^bt, da wegen \x — & | ^ ^ 



"T" /^ _ Mi t" 



und 



X-b^ QC^* « — * (« - ^)' 



in 



ist, die Reihe 



*-»i^ + *-»(^-=-^« + 



und ebenso das dritte Integral die Reihe 



* a; — c ' (x — cy * 



Als Randwert von i^(x) am änfieren Kreise x » Be^' erhalten wir 



P . . P* 



F{Re^^^a, + a,e^* + a,^^^ + -• + b^^^-^ + b^,^^^^ 



+ '-*S?t7 + ^-^Ä/-c)«+*'' 



p" 



Da |5l<J2, |c|<Ä, ..., so geben die Entwickelungen von fe_»7 — ^^^ ^^ 



9 



X 



nach Potenzen von e^* nur negative Potenzen, so daB 



Sollen diese Randwerte mit den fEb- die auBere Kreislinie vorgeschriebenen 
übereinstimmen, so muß a^x^ ^—x sein, während die Oy mit positivem 
Index und a^ beliebig sein können. 

Für die PunMe auf der Kreislinie um b erhält man 

y(. + „.0_^+^M-fl' + ^(M-!Ly+... 

+ ... 

Da ^ < I & — c| ist, so liefern die erste und dritte Reihe, nach Potenzen 
von e^' entwickelt, nur positive Potenzen, so daß 

F{b + Qe^^ =- ßo+ßxe^'+ ßi^^^ + '"+ &_ie-^' + 6_2e-**' + '• • • 

Sollen diese Randwerte mit den vorgeschriebenen übereinstimmen, so muß 
^je ^ ßx Bein, während die b mit den negativen Indices beliebig sein können. 
Für die Pimkte auf der Kreislinie um c erhält man ebenso: 
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+ ^-1 Vi + ^-» ( — ^ — ^.V+ 



Da p <! |c — h\ ist, so liefern die erste und zweite Reihe, nach Potenzen 
von e^* entwickelt, nur positiYe Potenzen, so daß 

Sollen diese Bandwerte mit den für den Kreis um c vorgeschriebenen 
übereinstimmen, so muß Cx=* y» sein, während die c mit den negativen 
Indices beliebig sein können. 

Denkt man sich also die Randwerte in Reihen nach Potenzen von e^' 
entwickelt, so können fiLr die Randwerte am Äußeren Kreise die Koeffizienten 
der positiven Potenzen a« (x » eingeschlossen), f&r die auf den Kreisen 
um h und c die Koeffizienten der negativen Potenzen b^x und c« beliebig 
gew&hlt werden. Durch diese sind dann die anderen Koeffizienten voll- 
st&ndig bestimmt, wenn eine Funktion in dem betrachteten Bereiche mit 
den vorgeschriebenen Randwerten existieren soll. Die Funktion f(x) ist 
dann in der Form 



r(i»)-0o+«i4 +^^ + 



4-6—1 r + 6— j ; iT5 + • • • 

' « — c (x — cy 

dargestellt 

Aus dem Vorstehenden ist leicht der Satz zu erweisen, daß, wenn die 
reellen Teile der Randwerte am ftußeren Kreise und die IJnstetigkeiten im 
Innern vorgeschrieben sind, die Funktion bis auf eine rein imaginftre Kon- 
stante bestimmt ist Denn da die Unstetigkeiten vorgeschrieben sind, sind 
neben b und c 6— ip, b^%^\ . . ., c_i9, Cs^', . . . bekannt und damit nach 
dem Vorigen Ol^i, O-.», ... Setzt man mm Ox»«« +11x^9 so ist der 

00 

reelle Teil u von f(Be^^ t*»«^>+^ {(«,+«-.,) cos«d— (/?«—/?_,) sinxd}, 

also nach dem Fourierschen Satze a^ und die Größen Oy-f ol.«, ß^— ß^^ 
eindeutig bestimmt Da nun a^x und /3_x mit a_x durch die vor- 
geschriebenen Unstetigkeiten bereits bekannt sind, so sind nunmehr auch 
o6t tt«, ßu ^oaA somit auch a« und der reelle Teil von Oo bestimmt, so daß 
f{x) bis auf eine rein imaginftre Konstante ß^i vollkommen bestimmt ist 
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Über einige ReclieiLbl&tter. 

Von Hermann Fürle. 

Die Bechenblfttter sind ebene graphische Gebilde, die den arithmetischen 
Znsammenhang zwischen nVeränderlichen geometrisch durch Lagenbeadehnngen 
zwischen Eurvenscharen wiedergegeben. Der Eonstraktion solcher Bechen- 
blAtter liegt folgende Überlegong zu Gnmde: 

Jede Gleichung F(a^^ ct^, . . ., a^) » kann angesehen werden als das 
Ergebnis der Elimination aus einer Beihe yon Gleichungen zwischen den 
n Variablen a und einer Anzahl neu hinzugenommener Verftnderlichen. Man 
darf, ohne die Allgemeinheit zu beschränken, annehmen, daB n von diesen 
zur Elimination erforderlichen Gleichungen nur je eine der Größen a neben 
den zugenommenen Variablen enthalten, während die übrigen Gleichungen 
von den a frei sind, um nun überhaupt zu geometrischen Darstellungen 
zu gelangen, mufi man die neuen Veränderlichen als Eoordinaten deuten, 
und weil ja die Veränderlichen a durch Eurrenscharen repräsentiert werden 
sollen, so ist man genötigt, diesen n Gleichungen die Form zu geben: 

worin sich die n Paare u, v auf n beliebige Eoordinatensjsteme beziehen. 
Die übrigen zur Elimination nötigen Gleichungen sind dagegen von der Gestalt: 

^(^y «11 «II ^ti • • •» «'•+*i ^'«-f *) * 0, 



Sind die n Funktionen f gewählt, so konstruiert man das Bechenblatt 
folgendermaßen: fii^y^i'^ a^) » ist die Gleichung einer Eurvenschar, in 
der Ol die Bolle des Parameters spielt. Es werden nun fOr eine Beihe 
von Werten 14 die Eurven der Schar wirklich ausgezeichnet, und um sie 
von einander zu unterscheiden, wird an jede einzelne Eurve der Parameter 
angeschrieben, dem sie zugehört. Auf diese selbe Weise werden die Eurven- 
scharen /s, /s, • • M /n hergestellt Sind nun noch die Bedingungsgleichungen 
M^ Oy denen die Eoordinaten 11, v genügen müssen, von solcher Beschaffen- 
heit, daß sie geometrisch erfällbar sind, so ist damit auch die Möglichkeit 
gegeben, mit Hilfe des Bechenblattes durch bloßes Ablesen ohne Bechnung 
eine der Größen a, z. B. a^, aus den übrigen gegebenen a zu ermitteln, so 
daß die Gleichung F ^ befriedigt wird. 

Um diese Möglichkeit an einem Beispiel einsehen zu können, werde 
über die Bedingungsgleichungen Jlf » folgendermaßen verftlgt: Die Punkte 
«11 «11 «11 «81 . . .; u^, v^ sollen die Teilpunkte einer mehifadi gebrochenen 
Geraden sein, und zwar soll jeder Punkt von seinen beiden Nachbarpxmkten kon- 
stante Abstände behalten; sonst aber sei er frei beweglich. Nur der An- 
fangspunkt und der Endpunkt dieser Eette von Linienstücken seien ge- 
zwungen, sich auf je einer festen Eurve zu bewegen, a^ findet man dann 
mit dieser Eette in folgender Weise: 



12. Sitzung, 17. Dezember 1902. 27 

Man bestiinint in der ersten Schar diejenige Kurve o^, welche dem 
gegebenen Werte cc^ entspricht, in der zweiten Schar die dem gegebenen 
Wert cc^ entsprechende Kurve o^ u. s. f., und endlich in der vorletzten Schar 
die mit crM_i bezeichnete Kurve. Punkt u^, v^ ist der Anfangspunkt der 
Kette; er liegt auf der ersten festen Kurve und auf der fixierten Kurve or^, 
ist also Schnittpunkt von beiden. Man legt also den Anfangspunkt der be- 
weglichen Kette auf diesen Schnittpunkt und dreht das erste Olied der 
Kette um ihn, bis sein Endpunkt ii|, v^ auf die Kurve oe, fällt In der- 
selben Weise findet man durch Drehen des 2. Kettengliedes um u,, v^ den 
Punkt tfj, v^ auf cifj und schreitet so fort, bis man den vorletzten Punkt der Kette 
auf die Kurve an^x gebracht hat. Jetzt wird endlich das letzte Kettenglied 
so gedreht, daß der Endpunkt der ganzen Kette auf die zweite feste 
Kurve kommt. Durch den so bestimmten Punkt i/„ t;, geht nun eine 
Kurve (oder eine Anzahl von Kurven) der letzten Schar. Man liest den 
zugehörigen Parameter a^ ab. a^ befriedigt die Gleichung F(a^^ «2? • • •» O "^ ^• 

Die Bedingungsgleichtmgen itf »* brauchen nicht sämtÜche Koordinaten 
u, t7 zu enthalten. Ist z. B. M^ bloß Funktion von ti^, t7j, so stellt Jif j » 
die Gleichung einer festen Kurve vor. Ihre Koordinaten u^, t^^ kommen 
auch iit der Scharengleichung /^ »» vor; aber von den u^, v^ der Scharen- 
gleichung sind nur diejenigen in Betracht zu ziehen, die zugleich die 
Kurvengleichung Jlf ^ » erffillen. Man hat es deshalb nicht nötig, die 
Kurven der Schar f^ in ihrer ganzen Ausdehnung auszuzeichnen, sondern 
man braucht sie bloß in der Nähe der Kurven JKf ^ » herzustellen. 

Auf diese Weise entsteht eine Skala, deren Tr&ger M^ isi 

Sind im ganzen X Gleichungen 3f » so beschaffen, daß sie Funktionen 
nur eines Koordinatenpaares sind, so stellen sie zusammen mit den ent- 
sprechenden Kurvenscharen X Skalen vor, so daß man sagen kann: 

Ein Bechenblatt fEbr n Variable enthält 

n — X Kurvenscharen, X Skalen, 1 + n + 2k ^ X Bedingungen, 

worin iL alle Werte von bis n haben kann. 

Bechenblätter mit Skalen sind also gegenüber solchen Bechenblättem, 
die bloß Kurvenscharen enthalten, nichts Neues, sondern stellen sich nur 
als SpeziaUsierungen dar. 

Für M » 2 bis M » 6 und & » hat der Vortragende in der Beilage 
zum Jahresbericht von 1902 der 9. Bealschule in Berlin untersucht, welche 
besonderen Typen von Bechenblättem sich hiemach ergeben, wenn man zur 
Verwirklichung der 1 -{- n — X Bedingungen nur das Lineal und einen 
beweglichen Kreis von konstantem Radius zuläßt. 

Für den Fall n = 3 und X; » ergibt sich aus den allgemeinen Be- 
trachtangen, daß ■F(fi^, Oji, «3) » sich durch Rechenblätter darstellen läßt, die 

entweder 

3 Kurvenscharen, Skalen, 4 Bedingungen oder 

^ n 1 « ** « V 

I ^? 2 „ 2 „ „ 

„ 3 „ 1 „ enthalten. 

Während in dem umfassenden Traite de Nomographie von d'Ocagne 
die erste und die vierte Gruppe durch zahlreiche Beispiele belegt sind, 
werden die zweite und die dritte Gruppe Überhaupt nicht erwähnt. 
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Die vierte Gruppe steht asnr ersten, wenn die drei Scharen nur ans 
Geraden bestehen, in dualer Beziehung. 

Zeichnet man nämlich auf dem Bechenblatte mit den drei Greraden- 
scharen einen beliebigen Kegelschnitt, so kann man jede Gerade als Polare 
in Beziehung auf ihn ansehen. Wird dann zu jeder Polare ihr Pol an- 
gegeben und ebenso genannt wie die zugehörige Polare, so entspricht der 
(Jeradenschar eine Folge von Punkten, eine Skala. Den 4 Bedingungen, 
welchen auf dem ursprünglichen Rechenblatte die Koordinaten iC|, f7^; u^, t?,; 
t«i9 t^B genügen müssen, entspricht in der polarisierten Figur eine einzige 
Bedingung zwischen 3 Geraden, die beziehungsweise durch die Skalenpunkte 
oci, CK^, «3 gehen. Sind z. B. auf dem ursprünglichen Bechenblatte cQe 4 Be- 
dingungen Uj » ti| » 143, t^i »-" f s = t^« erfüllt, d. h. gehen die 3 Geraden, 
welche zusammengehörigen [die Gl. F(a^, o^, o^) » befriedigenden] Werten 
entsprechen, durch denselben Punkt, so müssen auf dem BechenblAtte mit 
3 Skalen die Punkte, welche 3 zusammengehörigen Werten 0^,01,0^ ent- 
sprechen, in einer geraden Linie liegen (fluchtrechte Punkte bilden). 

Da die Wahl des zuzuordnenden Kegelschnittes beliebig ist, der Kegel* 
schnitt aber durch 5 Punkte und jeder Punkt durch 2 Koordinaten bestimmt 
ist, so hat man eine zehnfach unendliche Willkür bei der Polarisierung eines 
Rechenblattes mit 3 (Jeradenscharen. 

d'Ocagne findet zu jedem Rechenblatte mit 3 Geradenscharen ein ganz 
bestimmtes Rechenblatt mit 3 Skalen, indem er die Gleichungen, welche in 
kartesischen Koordinaten die 3 Scharen von Geraden definieren, ungribidert 
l&Bt, aber die Bedeutung der Koordinaten wechselt. 

Zur Erl&uterung der 4 möglichen Gruppen von Rechenbl&ttem dreier 
Variablen legt der Verfasser vor: 

Für die 1. Gruppe: 1 Rechenblatt für Dreiecksberechnung, 1 Rechen- 

blatt für Hygrometrie, 1 RechenblAtt zur Lösung 
der Gleichung 3^ + vlt^ -f /?a; -|- 1 «^ 0-» 

„ „ 2. „ 1 Rechenblatt zur Lösung der quadratischen Glei- 
chung und zum Multiplirieren. 

„ „ 3. „ 1 Rechenblatt zur Multiplikation. 

„ „4. „ t Rechenblatt zum Multiplizieren mit 2 wagerechten 

und 10 schr&gen Skalen, das 1 Stelle mehr liefert 
als 1 Rechenstab von gleicher Lftnge und 1 Rechen- 
blattzur Lösung der Gleichung a^ -|- air*+^a?-|- 1 -=0. 

Femer erl&utert der Vortragende ein besonderes für die Photographie 
verwendbares Rechenblatt ^) mit 5 Skalen und einer beweglichen Schar von 
Parallelen zur Bestimmung der Beziehung zwischen den optischen Weiten 
und den GröSen von Gegenstand und Bild. 

Zum Schluß weist der Vortrage de an 2 Skizzen nach, wie die von 
Hm. Adler in der März-Sitzung 1902 der B. M. G. vorgetragene Cremona- 
sche Lösung der allgemeinen kubischen Gleichung mit Hilfe zweier beweg- 
lichen rechten Winkel sich als besonderer Fall eines allgemeineren Rechen- 
blattes mit 5 Scharen tmd zwei festen Kurven charakterisiert 



1) Im Buchhandel erschienen bei Mayer und Müller, Berlin. 
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ElemeBtare Ableitung einiger Formeln der meoliAniselien Qnadrator. 

Von £. Lampe. 

Der folgende Artikel ist ein Anszug ans einem Aufsätze, der vor 
21 Jahren niedergeschrieben wurde. Das in ihm zur Herleitong der 
Formeln der mechanischen Quadratur dienende Yer&hren benutzt neben den 

af d« «= —qjT ^ ^® niedrigsten 

ganzzahligen Werte von n, und dieser Ausdruck l&ßt sich ja mit Hilfe der 
Summenformeln fOr 1" -f- 2" + • • • + m" auf bekannte Weise ohne Kenntnis 
der Integralrechnung ermitteln. Ich beabsichtigte mit dieser Methode, die 
ich zu wiederholten Malen im Unterricht erprobte, meinen damaligen 
ScbtQem in der ersten Erlasse der Luisenstädtischen Oberrealschule in Berlin 
einen flüchtigen Einblick in die Entstehung der bezüglichen Formeln zu 
geben. Der Grundgedanke ist derselbe, den 6 au ß am Anfange seiner Ab- 
handlung „Methodus nova integralium valores per approximationem in- 
veniendi^ (Werke 3,165 — 196) verwertet hat. Verschiedene Beobachtungen, 
die ich in den letzten Jahren gemacht habe, scheinen darauf hinzudeuten, 
daß auch jetzt noch die Veröffentlichung des Artikels nicht überflüssig ist. 
— Der Gang, den ich bei meinen Vorträgen auf der Königlichen Kriegs- 
akademie und auf der Technischen Hochschule zu nehmen pflege, wenn ich 
eine Übersicht über die möglichen Formeln der mechanischen Quadratur 
gebe, ist in der kurzen Notiz „Zur mechanischen Quadratur" angedeutet, 
die ich nach einem Vortrage auf der Naturforscherversammlung zu Nürn- 
berg 1893 in den Verhandlungen dieser Gesellschaft und im Jahresbericht 
der Deutschen Mathematiker -Vereinigung 3, 102 — 106 veröffentlicht habe. 
Wenn die folgenden Entwickelungen etwas schwerfällig erscheinen, so wolle 
man berücksichtigen, daß es sich um folgerichtige Durchführung eines ein- 
zigen Grundgedankens handelt, daß aber die leicht erreichbare größere 
Eleganz der Darstellung den Schüler von jenem Grundgedanken hätte ab- 
leüken können. Der Kürze wegen bediene ich mich hier der Ausdrucksweise 
und der Bezeichnungsweise der Integralrechnung. 

Ist f{ic) eine Funlrtion von Xj die sich innerhalb des IntervaUes (0 . . . A) 
in eine konvergente Potenzreihe c^ + c^x + c^7? •\" -* entwickeln läßt, so ist: 

k 

^ (I) J ^ff{x)dx » Ä[co + ^c,h + |(^Ä« + ic,Ä« + ...]. 



Für die Werte x^^ x^j x^, , . .y x^^ wo ^ a^i < rc, < jCj < • • • < «^ ^ Ä, 
seien die Werte /"(a^), f(ix^)j f{pt)f • ■ •> fipi) gegeben. Dann hat das 
Polynom (n — l)*^ Grades in xi 

(g —x^^jx — g,)>-(g -^X^ , V (X '-X^){X — g,) •• . (x —X^ , V 
(ai -«,)(ai -x,)"(x, -x^y^*^^ "^ (^, ~«i)(«, -«•) •••(«, -«J '^^^ 

+ . . . j. (a? - x,){x ^igij^-jaL^ign-i) ^/ \„^u\ 
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die Eigenschaft, für die Werte rC|, x^^ . . ., x^ von x die zugehörigen W«te 
TOQ f{x) anzunehmen; das Polynom g>(x) stellt daher in dem Intenralle 
(P . . ,h) die Funktion f(x) angenähert dar (Interpolation durch Parabeln 
höherer Ordnung). Ist f(x) ein Polynom Yon nicht höherem Grade als 
n — 1, so fällt g>{x) mit f(x) zusammen. Setzt man in (I) q>(x) an Stelle 
yon f(x)j so erfajQt man 

(n) r ^fq>{x)dx, 



und J' wird im allgemeinen ein angenäherter Wert yon J sein. Die 
Differenz J — J' gibt den Fehler, der begangen wird, wenn man J' für / 
setzt Je nach dem Grade yon ^{x) erhftlt man yerschiedene Annftherongs- 
formeln yon J\ Da die Formeln auch f&r prismatische Körper gelten müssen, 

bei denen /"(a^) = f{!h) = • • • = /^(^n) =* ^ ist» ^ "^^ ^ Summe der 
Koef&zienten dieser Funktionswerte in J' der Einheit gleich sein. Beim 
Unterricht wird man natürlich mit den folgenden einfachsten F&llen be- 
ginnen. 

1. fp{x) sei yom ersten Grade, oder: 

i*»« ^^ tC^ tA>B ■C/c 

Daher ergibt sich 

Die Formel (l) stellt J genau dar, wenn f{x) ^ c^ + c^x ist; sonst ist J' 
ein angenäherter Wert yon J. Ist also z. B. der Querschnitt eines zwischen 
zwei parallelen Grenzebenen liegenden Körpers in einer zu diesen Ebenen 
parallelen Ebene eine lineare Funktion des Abstandes der schneidenden 
Ebene yon einer zu den Grenzebenen parallelen Ebene, so läßt sich das 
Volumen des Körpers durch zwei beliebige parallele Querschnitte des Körpers 
ausdrücken. Man yergleiche hierzu die Notiz yon F. Budio: „Zur Kubatur 
des Botationsparaboloides" in der Zeitschrift für Mathematik xmd Physik 
47, 126—127, 1902. 

Wählt man x^ so, daß \h -- x^^O ist, so geht die Formel (l) 
über in 

(la) J'-hf(ih), 

die erste der Gaußschen Formeln. 

2. q>{x) sei yom zweiten Grade, oder: 

(X -Xj)(x --a:,) , . 
'^{x,-^x,){x,-x,y^^)' 

Man setze Z^ « |Ä^ — \h(x^ + ^) + «k^si ^2 ^ 3 ** ^iH^+^) + «i^s* 
Z^ « iÄ* — jh(xi + ^) + x^x^, so folgt durch Integration yon g>(x) 
zwischen den Grenzen und h: 

(2\ r^h[ ^'^^^^ I ^'^^^«^ I ^'^^^) 1 

"^ ^ L(a4 — a,)(a;, -x^)^ {x^ — x,){x^ — x,) "^ (ä, -^ «^(a;, — ac,)! 
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J' gibt einen geiift9en Ausdnick für J, wenn f(x) =« c« + ^^ + ^^^\ ^o 
ein Polynom zweiten Grades ist In diesem Falle ist demnach J durch 
drei beliebige Werte der Funktion f{%) zwischen den Integrationsgrenzen 
ausdrackbar. Nun kann man aber auch x^ und x^ so w&hlen^ dafi Z^'^O 
wird, nftmlich: 

Subtrahiert man die Gleichung (a) von den Gleichungen für Z^ und Z,, so 
erhftlt man 

Durch Einsetzung dieser Werte in (2) entf&Ut x^ aus J% und der Aus- 
druck (2) geht in die Form (l) über. 

Die Formel (l) gilt also auch als exakter Ausdruck für J, wenn f(x) 
ein Polynom zweiten Grades ist, vorausgesetzt, daß x^ und x^ durch die 
Beziehung (a) mit einander yerbunden sind. 

Wünschte man nun aus (l) auch noch den Funktionswert f^x^) fort- 
zuschaffen, indem man wie in Nr. 1 ^ =» yA setzte, so ergäbe sich aus 
(a) der zugehörige Wert von x^ unendlich groß. Eine Beduktion der 
Formel (2) auf eine geringere Anzahl von Gliedern als 2 ist also nicht zu 
ermöglichen. 

Von hierher gehörigen Aufgaben seien folgende erwähnt. A. Sollen 
in Formel (l) die Koeffizienten von f(jc^ und f(x^) einander gleich sein, 
so ergibt sich h ^ x^ + x^. Verbindet man diese Beziehung mit (a), so 

folgt x-^\h± JÄ/S, oder aber 

(2a) r - \h\fi\h - \hys) + fi^h + IäVs)], 

die zweite Gaußsche Formel. B. Sollen in Formel (2) alle drei Eoefiß- 
zienten gleich sein, so leitet man unschwer ab x^ + x^ + x^^ jh und 
*i^ " ^ ~~ j^^ + f **• ^^ ^ " i^ berechnet man hieraus iCi j = jh 
3t \^Y^ ^^^ hiermit: 

(2b) r - ih[f(\h - iAi/2) + fm + f{\h + \h^ß)\ , 

eine der Formeln, die als Tschebyschewsche angezahlt zu werden 
pflegen. 

3. ^{x) sei vom dritten Grade, oder: 

Setzt man Z^ ^ \h^ — \h\x^ + x^ + x^) +\h{x^Xf + x^x^ + x^x^ — x^x^x^ 
und analog Z^^ Z,, Z^ mit entsprechender Vertauschung der Indices, so er- 
hält man durch Integration von (p(x): 

(3) /'-äF ?^^^ + ...-h ?^^l^ ^1 

J' enthält also vier Funktionswerte /*(fl'i), . . ., fi?^^- Soll die Formel (3) 
nur ä/rei Funktionswerte aufweisen, so setze man z. B. Z^ «- 0, d. h.: 

(Ä = JÄ» - \h?{y\ + J^ + a^a) + jÄ(rCia^ + n^x^ + x^x^ - «ja^aii. 
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Indem man diese Gleichung Ton der fOr Z^ abzieht, findet man: 

Entsprechende Werte ergeben sich f&r Z| und ^; durch Einsetzung der- 
selben in (3) entf&Ut x^ aus dieser Formel, und diese yerwandelt sich in (2). 
Mithin gilt die Formel (2) auch dann noch exakt fOr ein Polynom f{x) 
vom dritten Qrade in x^ wenn zwischen x^^ x^^ o^ die Bedingungsgleichung 
(ß) besteht. Dies findet z. B. im Falle x^ ^ |A, x^^^^h — x^ immer statt. 
Man erh&lt daher leicht folgende Formeln: 

^;-i»[ m + 4/'(i»)+ mi 

!• - A»[25/-(iA) + 46/-(iA) + 2bf(^M 
Ji - ^»[27f(iÄ) + 44f(AÄ) + 27^(f *)], 
K - ^*[ Sfi^h) + ll/(i») + 8/-(iÄ)], 

«^i =mK*»f(.\f>^) + öarCiÄ) + 49f(AA)], 

j; - öA[2ßAi*) + *AtA) + 25/aÄ)], 
^i-jK2 f({ h) - f(\h) + 2 fi\ Ä)], u. 8. w. 

Bildet man fftr alle diese Formeln, die für Polynome f{x) vom dritten 
Grade exakte Werte von J geben, die Difierenzen J — J\ so erh&lt man 
als erstes Glied: 

•^ - «^1 = - liöCi»'. .^ - «^; - - ifec4»S «^ - «^i - - rfeM'. 
«'■ - «^I - + isjc«*', J - ^6 - + iiilö''**'. «^ - «'i - + raö«**', 

Somit ist das Fehlerglied gerade in der bekanntesten unter diesen Formeln, 
nämlich in c7^(, am größten. Berechnet man mit Hilfe dieser Formeln 



1 



Jdx 1 

^ . = In 2 = 0,693 147, so hat man ä = 1, f{x) «= rr-r — ^su setzen. 



Man findet: 

J[ « 0,694 444, j; = 693 248, /j = 0,693 137, /; = 0,698 004, 
Jg = 0,692 843, /; = 692 641, J\ - 0,692 387, J^ « 0^692063. 

Da der Baum nicht gestattet, auf weitere Beispiele einzugehen, so soll jetzt 
die allgemeine Erörterung des vorliegenden Falles fortgesetzt werden. 

Die Formel (2), welche unter der Voraussetzung der Relation (/?) 
fOr f{x) « Co + qa; + Cjic* + c,ar^ exakt gut, läßt sich, wie in Nr. 2 ge- 
zeigt ist, durch Einführung der Bedingung (a) zwischen x^ und o^ auf die 
Form (1) reduzieren. Nun kann man (/}) so schreiben: 
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Da der Koef&deftt von s^ naeh («) versehwiadet, so folgt ffir % n&d ^^ 
die neue Gleichung: 

Atis (/>*) tiAd IHI8 (a) beethmnt man sofoit «^ + % >» A, a^a^ =» |A', idflo 
ar, , =- |ä ± i*y^- Mit diesen Werten gtikk aber (l) *be* in 

(2») J' =- iÄ[/-(|Ä - i»>/») + ^d» + AäVs)), 

welche Formel in Nr. 2 schon erhalten war. Hier hat sich also heraus- 
gestellt, daß diese zweite Gaußsche Formel diejenige ist, welche als einzige 
Formel mit etoei Funktionswerten das exakte Integral J darstellt, wenn 
f{x) ein Polynom vom dritten Grade ist. 

4. (p(x) sei Tom vierien Grade, odei": 

wo noch vier analoge Glieder folgen. Verst^t man unter Cjf\i) die Summe 
der Eomhinationen von vier solchen Elementen x^^ ^29^1^4)% zur Klasse 
k, unter denen rr^ fehlt, so kam! man die dtkrch Bltegration ton fp{x) 
zwischen den Grenzen und h folgende Foiteei schreiben: 

^ ^ L («1— aJl)(«l— Äb)(«1— «4)(«1— «5) ^^^ J 

In (4) sind die a;^, . .., ^5 ganz beliebig. Soll der Eoef&zient von f(x^) in 
(4) verschwinden, so muß man haben: 

(y) - iÄ* - AÄ»Ci*)(5) + iÄ»Ci*)(5) - i*Ci?)(5) + C4«(.5) = 0. 

Bezeichnet man den ZShler ded Koeffizienten von f(x^) im (4) mit Z^ und 
subtrahiert (y) von Z^, so ergibt sich unter Beräcksichtigung von: 

Ci*)(ö) - C\*)(l) - si - «j, Ci*)(5> - <V>(1) - (a^i - a^sX^i + a;, + a;,), 

Ci*)(5) - C$*)(l) = («1 - arsX«,«, + x,x^ + «jxj, 

C<*>(5) - C5*)(l) - (xi - ajj)«,^,*^, 

daß Z^ die Form annimmt: 

^1 •" (^1 - %)[4 Ä* — »Ä^C^s + a;, + äJ + |Ä(a:ia5j + x^x^^ + x^xj —x^x^x^]. 

In gleicher Weise rechne man die Zähler Z,, Z^, Z^ der Koeffizienten von 
f{^\ f{^)> K^a) ^ (^) ^"'^' ^^^^^ Einsetzung dieser Werte in (4) geht 
diese Formel dann Über in (3); soniit ist J' nach Formel (3) auch in dem 
Falle, daß f(x) ein Polynom vierten Grades in x ist, noch der genaue Wert 
von Jj wenn die Absdssen rr^, x^^ x^, x^ nicht unabhängig von einander 
sind, sondern der Gleichung (y) genügen. Soll in (3) auch der Koeffizient 
von f(x^ verschwinden, so muß zwischen x^y x^, x^ wieder die Bedingung 
(ß) bestehen. Nun aber läßt sich (y) in der Form schreiben: 

ojJjÄ* — iÄ*(iri + x^ + x^) + \h(x^x^ + x^x^ + x^x^) — Xj^x^x^] 
- Ä[|Ä» - j;h\xi + a^ + Xg) + j;h(x^x^ + x^x^ + x^x^) - ^x^x^x^]. 

SiUang8b«rlchte d. Berl. Mftth. Oe>. II. 3 
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Der EoefSzient von x^ iBt nach (ß) gleich Null; also reduziert sich (y) auf 
die Gleichung: 

Oenfigen x^^ x^j x^ dieser Bedingnng (y*)^ sowie der Bedingung (ß)j so 
stellt die Formel (2) das Integral J bis zur vierten Potenz yon f{x) ein- 
schließlich exakt dar. 

Wollte man nun noch den Koeffizienten von f(x^ in (2) zum Ver- 
schwinden bringen, d. h, nach (a) — » |ä* — t^ißH. + ^) + *i*i setzen, 
so hätte man unter Berftcksichtigung der folgenden Formen Ton (ß) und (/*): 

folgende drei Gleichungen fCh: a\ und x^i 

(«) i** - i*(«i + ai) + «i^i-O, 

iß*) "i»' - i»(«i + »i) + i^i^i - 0, 

(y**) i** - i*(«i + »,) + K«i - 0. 

Diese drei Gleichungen lassen aber keine Lösungen für die zwei Un- 
bekannten 0^ + ^ und o^o:^ zu. Eine ZurückfÜhnmg der Formel (4) auf 
weniger als drei Funktionswerte ist also unausführbar. 

5. <p(x) sei vom fünften Grade, oder: 

« /^\ (g — g»)(g — a?»)(g —oBaXx — a?g)(g —g ,) -/ X , 
^^"^^ {X, -x,)ix, --x,)(x, ^x,)(x, -x,){x,--xy^^^^ "^ • • •' 

wo noch fünf analoge Glieder folgen. Man setze 

^ - i** - iA*ci«(i) + i»*ci»)(i) - iÄ»ci»)(i) + i»cf)(i) - ci«(ix 

so ergibt sich durch Integration: 

/g\ J" — Ä r -^1 A^i) j "I 

Die Bedingung für das Verschwinden von Z^ ist: 

W i** - J-Ä*Ci»)(5) + -iÄ'Ci^Cö) - Aä»C^»)(5) + iÄCi»)(5) - Ci»)(5) - 0. 

Mit Hilfe dieser Formel reduziert sich Z^ auf: 

^1 - («, - ^Mh* - iÄ«Ci*)(l) + i»«Ci«(l) - iACi*)(l) + CS')(1)], 

entsprechend Z,, Z,, Z^, Z^. Durch Einsetzung dieser Werte in (5) geht 
Formel (5) daher in (4) über. Nun läßt sich (d) auch schreiben: 

a^[iÄ« _ lÄ»Ci*)(6) + iÄ«CV)(5) - iÄCj')(5) + CJ^Cö)] 

- Ä[iÄ* - iÄ»Ci«)(6) + iA»<V)(5) - iÄ(V'(6) + iA(Y)(6)]. 

Ist daher die Beziehung (y) in Nr. 4 erfüllt, so geht (d) über in 

(d*) lÄ* - iÄ»Ci*)(5) + iÄ»CW)(6) - iÄCV>(6) + iÄCi*>(5) - 0. 

Dadurch wird dann die Formel (5) auf Formel (3) reduziert, Yorausgesetzt, 
daß die Bedingungen (y) und (ß*) zwischen ^, x^j ^, x^ bestehen. Tritt 
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nun femer die Relation (ß) der Nr. 3 zwischen sa^, x^^ x^ in Kraft, so ver- 
einüachen sich die Relationen (/) und (ö*) durch die Umrechnungen in 
Nr. 3, und man erlüüit, wenn man noch zur Vereinfachung ^i+^+^s*™^* 
^1^ + ^^8 ~l~ ^^ '^ ^si ^^t^8 ™ h setzt, folgende drei Gleichungen fOr 

*i» ^> ^j' 

Aä« - AAS + JÄ«, - «e-0, 

AA» - IVs, + |Ä«, - A«, - 0, 
1 Ä» - Aä»,, + Aä^ - i,, - 0. 

Aus ihnen berechnet man 8^ » jA, ^ » -|A', 83 » ^A*. Folglich sind 
^19 ^9 ^« ^® ^^ Wurzeln der kubischen Gleichung : 

DiiBselbe hat eine Wurzel yA; die beiden anderen folgen aus der quadra- 
tischen Gleichung x^'-hx + ^h* = 0, d. h. x^^^ = |ä ± ^hj/Ofi. Setzt 
man diese Werte in (3) ein, so erhftlt man 

^' - sArsrCi» - \f»Vöfi) + 8r(AA) + bfi^h + \hyöfiy], 

die einzige in (3) enthaltene Formel, welche J bis zur fünften Potenz von 
X in f{x) genau darstellt. Dies ist die dritte GauBsche Formel. 

Aus dem Gegebenen ist die Möglichkeit der Ausdehnung der Betrach- 
tungen auf die folgenden Fftlle des sechsten, siebenten, . . . Grades von 
fp(x) ersichtlich. Wegen der Knappheit des zur Yerf&gung stehenden 
Raumes wird hier abgebrochen. Aus demselben Grunde muß die Mitteilung 
Yon Beispielen, welche zur Veranschaulichung der verschiedenen Fftlle dienen, 
die Berechnung der Fehlerglieder in diesen F&llen, sowie die Belegung der 
allgemeinen Ergebnisse durch wirklich berechnete Zahlenwerte von Integralen 
unterbleiben« 



8* 
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Ober die projektive Geometrie. 

Von Gerhard Hes8enl>erg. 

I. 

1. Die in neuerer Z^t Yielfacb aufgestellten, durch das Fehlen ge- 
wisser Aziomgmppen ausgezeichneten, künstlichen Geometrieen, wie die 
nichteuklidische, nichtarchimedische, nichtpascalsche u. s. f., verfolgen den 
Zweck, die logische Abhängigkeit gewisser henrorragender 8fttze von den 
Axiomen klarzu^llen. Sie konstatieren entweder den axiomatisdien Ohamkter 
eines Satzes, — so die nichteuklidischa den das bekanjuten Farallelenazioms, — 
und damit seine IJnbeweisbarkeit überhaupt; oder sie stellen die Abhängig- 
keit eines Satzes von gewissen Axiomgruppen fest, — so die nicbtpascalsclie 
Geometrie die Unmöglichkeit, den projektiven Fundamentalsatz unter gleich- 
zeitiger Vermeidung der Kongruenz xmd der Stetigkeit nachzuweisen. Im 
ersten Falle wird die Frage nach der Strenge eines Beweises, im zweiten 
die nach seiner BeinheÜ erledigt: Der Parallelensatz ist nicht streng, der 
Fundamentalsatz streng, aber nicht rein zu beweisen. 

2. Ob die hier getroffene üntsrscheidung allgemein durchführbar ist, 
bleibe dahingestellt. Jedenfalls ist im Falle der Unmöglichkeit eines reinen 
Beweises die Frage berechtigt, in welchen Beziehungen der zu beweisende 
Satz zu anderen Gebieten stehe, die, seinem Inhalte anscheinend fremd, bei 
seinem Beweise gleichwohl unentbehrlich sind. Diese Frage ist beispielsweise 
für den Desargues sehen Satz so beantwortet worden, daß er die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafür darstellt, daß die ihn enthaltende ebene 
Geometrie als Teil einer räumlichen aufgefaßt werden kann. Der Beweis dieses 
ebenen Schnittpunktsatzes durch räumliche Betrachtungen enthält nach dieser 
Erkenntnis nichts Unbefriedigendes mehr. Ahnlich kann man den in neuerer 
Zeit als „Pascal sehen" bezeichneten Satz^) als notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür ansehen, daß die Um enthaltende Geometrie als Teil einer 
Geometrie von konstanter Krümmung aufgefaßt werden kann. Insofern 
erscheint die Heranziehung der Kongruenzsätze bei seinem Beweise jn einem 
durchaus nattLrlichen Lichte. 

3. Aus dem Desargues sehen und Pascal sehen Satze kann der 
projektive Fundamentalsatz und damit jeder ebene Sch9ittpunktsatz bewiesen 
werden. Beim Aufbau der Geometrie der reinen Schnittpunktsätze spielen 
aber auch Fragen der Anordnung eine gewisse BoUe; so beim Nachweis, 
daß harmonische Punktepaare sich trennen, oder daß eine Involution bei 
Gegenläufigkeit der involutorischen Punktreihen Doppelelemente besitzt, bei 
Gleichläufigkeit nicht. Nach Einführung imaginärer Elemente verschwinden 
aber diese Fragen gänzlich. Alle Involutionen erhalten Doppelelemente; 
von jedem Punkte, auch im Innern eines Kegelschnittes, gibt es Tangenten an 
denselben. Damit kann die Frage nach der Reinheit der mit Anordnungssätzen 



1) Liegen die Ecken eines einfachen Sechsecks abwechselnd auf zwei Geraden, 
80 schneiden sich die Gegenseitenpaare in Punkten einer Geraden. 
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dprehBetzten Beweismethode aufgeworfen weiden und soll im folgenden be- 
antwortet werden. Bekannt ist über die Frage folgendes: 

I. Der Beweis des Pas ca Ischen Satzes in unserer gewöhnlichen Oeo- 
SLBtriB erfordert die An<»dnnng8aTiome, da sie fOr die Formnlierung des 
Streckenbegriffes in den Eongmenzsätzen wie fax die Formulierung der Be- 
griffe „größer*' nnd ,JUeiner*' im Archimedischen Axiom in gleicher Weise 
onentbehriicl^ sind. 

II. Der Beweis des Desarguesschen Satzes kann anf Orund der 
Yerknüpfnngsaxiome und des Parailelenazioms ohne Anwendung der An- 
ordnungsaziome gef&hrt werden. 

m. Um irgend einen ebenen Schnittpunktsatz aus depi Desargues 
und Pascal herzijLleiten, sind die Anordnungsa^ome nicht erforderlich. 

Danach sind fOr den Beweis eines Schnittpunktsatzes Anordnungsfragen 
nicht aufzawerfen, sofern sie von vornherein beim Beweis des Pascalschen 
Satzes erledigt wurden. Demgegenüber soll nun folgendes nachgewiesen 
werden: 

lY. Der anschauliche Inhalt und damit die Tragweite eines Schnittpunkt- 
satzes für unsere gewöhnliche Geimetrie kann nur unter Zuhilfenahme der 
Anordnungsaxiome erkannt werden. 



n. 

4. £s bedeute 77 ein Zahlensystem im Sinne Hilberts^) mit folgenden 
Eigenschaften: Es möge zwei kommutativ-associative Operationen geben, 
die wir Addition und Multiplikation nennen, und die durch das distributive 
Oesetz mit einander verknüpft sind. Die Addition möge für alle Elemente 
eindeutig umkehrbar sein, d. h. es möge stets zu zwei Elementen a, h ein 
und nur ein drittes c » a — & geben^ so daß & -f- c «= a ist. Das Element 
a — a (» h ^—l>) möge mit bezeichnet sein. Ebenso möge es stets ein 
und nur ein Element d geben, so daß hd^ a ist, ausgeschlossen den dem 
distributiven Oesetz widersprechenden Fall 2) ^ 0. Das Element a : a, welches 
gleich h : h wird, sei mit 1 bezeichnet. 

5, Aus einem Zahlensystem 77 können wir ein neues 77(^) von den 
gleichen Eigenschaften herstellen, t sei ein Buchstabe, mit dessen Hilfe wir 

Reihen von der Form P=^^P H-jPmH-i^""*** +|>wH-l<^"^* H niit endlicher 

oder unendlicher Gliederzahl bilden, m sei eine positive oder negative (end- 
liche) ganze Zahl; i>m» l?m 4-1, •• • seien Zahlen des Systems 77. Wir addieren 
zwei solche Reihen durch Addition der zu gleichen Potenzen von t gehörigen 
Koeffizienten. Wir multiplizieren sie formal nach dem distributiven Gesetz, 
setzen ^^^ • qyi* = (jP/iQv) • t^"^^ und fassen alle Glieder mit gleichen Potenzen 
von t wieder additiv zusammen. Man überzeugt sich mühelos von der Ein- 
deutigkeit der ümkehrung der Addition und Multiplikation, .der Existenz der 
und der 1 (l = 1 • <*^, = ^0 • <^), wobei die Eindeutigkeit der Division 



1) D. h. ein System von Dingen, zwischen denen gewisse formale Gesetze des 
zahlenmäßigen Rechnens gfiltig smd. 
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in der ünzulftssigkeit unendlich vieler negativer Potenzen von t wurzelt. 
Also bilden alle Reihen der Form P wieder ein System n(t) mit den in 
4. angeführten Eigenschaften. 

6. Sind Xy y^ üy b^ c . , , Zahlen eines Systems 17, so nennen wir das 
Paar x, y einen Punkt, das Tripel a, &, c eine Gerade. Wir betrachten 
zwei Punkte (ä, y), (x^y") als identisch, wenn x ^ x\ y ^ y' ist, zwei 
Gerade (a, 6, c), {a\ h\ c\ wenn a : a*— b : 6' = c : c' ist. Ein Punkt «, y 
gilt als in der Geraden (a, 6, c) liegend, wenn ao? + 6y + c — ist. 

In einer so Jcanstruierten ebenen Geometrie gelten der Desarguessche 
und der Pascalsche Satz, mithin sämtliche ebenen Sdimttpunktsätze, Dies 
übersieht man ohne weiteres, wenn man bedenkt, dafi bei den gewöhnlichen 
analytischen Beweisen ebener Schnittpunktsätze von dem System der ge- 
wöhnlichen Zahlen, dem die Koordinaten angehören, keine anderen Eigen- 
schaften gebraucht werden, als die in 4. genannten. Zur bequemen und 
ausnahmslosen Formulierung der Sätze kann auch hier durch Einführung 
einer fingierten Zahl oo und fingierter unendlichfemer Elemente das 
Parallelenaxiom formal beseitigt und jedem Geradenpaare ein Schnittpunkt 
beigelegt werden. 

# 

7. Die umgekehrte Deutung des Kalküls durch die Geometrie der 
Schnittpunktsätze ist folgende^): Man projiziere von zw^ idealen Punkten 
aus jeden Punkt der Ebene auf ein und dieselbe Gerade p, nach x und 
nach y. Die Punkte dieser Geraden sind die Zahlen des Systems 77. 
Zwischen ihnen wird ein Kalkül folgendermaßen hergestellt: oo sei der 
ideale Punkt, und 1 seien zwei beliebige wirkliche Punkte auf g. Zu 
zwei weiteren wirklichen Punkten a, b konstruieren wir die Punkte c^=^a-\-h^ 
» a& mittelst des vollständigen Vierecks. Gehen zwei Gegenseiten 
durch (X>, zwei weitere durch a und b und vom dritten Paare eine durch 0, 
so geht die letzte durch c. Gehen zwei Gegenseiten durch oo, 0, zwei 
weitere durch a und &, vom dritten Paare eine durch 1^ so geht die letzte 
durch c. Das kommutative Gesetz der Multiplikation folgt aus dem 
Pascal sehen Satze, alle anderen Gesetze einschließlich der Eindeutigkeit 
der Operationen aus dem Desargu esschen. 



m. 

8. Ein spezielles System IIp büden wir aus den Besten einer Prim- 
zahl p, mit denen wir modulo p rechnen. Einem solchen System entspricht 
eine endliche Geometrie, mit p wirklichen, also p + 1 allgemeinen Punkten 
in jeder Geraden, p -\- 1 wirklichen Greraden durch jeden wirklichen Punkt 
und p wirklichen und der einen idealen Geraden durch jeden idealen Punkt. 
Nach Staudts Abzahlung ist die Anzahl der Punkte und der Geraden 
einschließlich der idealen insgesamt je P = p'-|- p -f- 1. Im Sinne unserer 
gewöhnlichen Geometrie ist eine solche endliche Geometrie eine nicht kon- 



1) Eine ausfcihrliche Darstellung vom Verfasser erscheint demnächst in den 
Acta mathematica unter dem Titel: über einen geometrischen Kalkül. 
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stmierbare Konfiguration {Ppy Pp). Für p ^ 2 erhält man insbesondere 
sieben Punkte, die Ecken eines vollständigen Vierecks und seines Diagonal- 
dreiecks. Die drei letzteren liegen in einer Geraden. Es sind nämlich 
allgemein die Funkte oo, 1 harmonisch zu und 1 + ^9 nach 7. Da hier 
1 -|- 1 ^ (mod. 2), fällt der vierte harmonische mit dem zweiten zu- 
sammen, was obige Konfiguration (7,, 73) ergibt. 

Es kann also ohne Anordnungssätze allein aus dem Desarguesschen 
und Pascal sehen Satze nicht entschieden werden, ob die Konstruktion des 
vierten harmonischen Punktes einen vernünftigen Sinn hat. Überhaupt ist 
in jeder endlichen Geometrie die Anzahl der Schnittpunktsätze endlich, so 
daß die fortgesetzte Folgerung neuer Sätze nur neue logische Formulierungen 
für dieselben Tatsachen liefert. Beispielsweise gibt es in der aus ü^ 
fließenden Geometrie nur den einen Schnittpunktsatz: 

8^. ,J)ie Diagonalpunkte eines voUsländigen Vierecks Hegen in einer 
OeradmJ' 

Das dualistische KoroUar: ,J)ie I>iag(mailen eines vcUständigen Vierseits 
laufen durch einen Pwnktf% beschreibt bereits keine neue Figur mehr. Alle 
weitergehenden Schnittpunktsätze sind zwar gültig, aber banal. 

9. Allgemein läßt sich über eine endliche Geometrie folgendes leicht er- 
kennen: Bei endlicher Punktezahl muß das Verfahren 1 + 1 + 1 + 1 + lH 

einmal wieder zu führen. Ist p die kleinste Zahl der Summanden, die 
ergibt, so ist allgemein auch a + ^ + ^ + * * * i'-mal gesetzt gleich 0, weil 
die Wahl des Punktes 1 beliebig und die Konstruktion a + ^ + ^ + * * ' 
projektivisch zu l + l-f-l-|-l + «-- mit den Doppelelementen und c» 
ist.^) Zugleich ist auch für a + a -\- a -{- - ' - die kleinste Summanden- 
anzahl, welche ergibt, gleich p. 

Mithin bilden die wirklichen Punkte eine Gruppe mit der Addition als 
Operation und der als Einheitselement, in der alle Elemente vom gleichen 
Grade p sind. Danach ist dieser eine Primzahl und auf Grund des 
Sylow sehen Satzes der Grad der Gruppe selbst eine Potenz derselben. 
Der Fall; daß p der Grad der Gruppe selbst ist, ist in 8* behandelt. 
Ist der Grad gleich jp', so besteht das Zahlensystem aus allen Zahlen von der 

Form a + ^ V^9 wobei a, h Beste von p und n quadratischer Nichtrest 
von p ist.*) 

10. Es ist wesentlich, daß auch in einer unendlichen Geometrie ganze 
Eeihen von Schnittpunktsätzen degenerieren können, daß also die Annahme 
unendlich vieler Punkte auf einer Geraden die Lücke nicht auszufüllen vermag, 
die durch die Ausschaltung der Anordnungssätze entsteht. Als Beispiel 
seien die Geometrieen angeführt, die aus den Zahlensystemen Ilp{i) ent- 
stehen, welche nach dem Verfahren des § 5 aus tip gebildet werden 
können. Speziell sind in der aus 1^(0 fließenden unmdUchen Geometrie 



1) Auch auf Gnmd des distributiven Gesetzes a(l -fl-|-l-| )Baa-|-a-|~~f^"' 

2) Die Untersuchungen von Weierstraß Gott. Nachr. 1884. Nr. 10. machen 
es wahrscheinlich, daß weitere endliche Geometrien nicht existieren. 
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Me Bälge haml, die mt harmaniscker Teilung gusammetihänpen, da in ihr 
der 8ai0 S^ ffiU.^) 

!!• Hiermit ist die Behauptung IV am Ende des Abschnittes I nfther 
erlSutert und ihre Richtigkeit mit Hilfe einer künstlichen Geometrie nach- 
gewiesen: Für den Beweis eines reinen Schnittpunktsatzes sind die An- 
ordnungsaxiome überflüssig, fftr das Verständnis seines Inhaltes dagegen 
ufientbehrMeh. 



I) Man könnte sie eine Nicht- Staudtische Geometrie nennen, weil in ihr 
Standts Versuch, den projektiven Fnndamentalsatz zu erweisen, undenkbar ist; 
oder eiae Nitkt-Hilheriscike^ weU in ihr Hern Hilbert» Satz nicht gilt, da6 
jeder ebene Schnittponktsatz aus dem Pascal sehen und De8afgueBB<äeii her- 
geleitet werden kann; denn dies trifft fOr den Satz S^ nicht zu. 
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14. Sitzung am 25. Februar 1903. 

Vorsitz: Herr E'neser. 

Anwesend: 34 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Eötter: Über eine mechanische Aufgabe aus dem Gebiete der 
Markscheidekimst. 

Herr Wallenberg: Referat über neuere Literatur: Cher die Zusammen- 
setzung und Zerlegung homogener linearer Differentialausdrücke [Arbeiten 
von E. Landau, Joum. f. Math. 124; A. Loewj, Leipz. Ber. 1902, Gott 
Ber. 1902, Math. Ann. 66; G. Wallenberg, Arch. d. Math. u. Ph. (3) 4] 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren: Knoblauch, Kötter, 
Bothe, Schneider, Skutsch. 

15. Sitzung am 25. Mftrz 1903. 

Vorsitz: Herr Kneser. 

Anwesend: 35 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Bothe: Über denlnvariantenbegriff in der Differentialgeometrie (s.u.). 

Herr Bei c hei: Über die Definition des Irrationalen. 

Herr Zühlke: Über die synmietrische Wiederholung von Kreisbogen- 
dreiecken. (Vgl. Programmbeilage der Oberrealschule zu Charlottenburg, 
Ostern 1903: P. Zühlke, Über die Vervielftlltigung von Kreisbogendreiecken 
nach dem Sjmmetriegesetze). 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren: Faerber, Hessenberg, 
Kneser, Knoblauch, Beissner, Beichel, Bothe. 

16. Sitzung am 29. Aprfl 1903. 

Vorsitz: Herr Kneser. 
Anwesend: 30 Herren. 
Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Kötter: Der Satz von Gastigliano und seine Bedeutung für 
die Elastizitätstheorie. 

Herr Steinitz: Zur Determinantentheorie (s. u.). 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren: Hessenberg, Kneser, 
Kötter, Bothe, Schur, Steinitz. 

Sitsongiberiobte d. Berl. Math. Oet. ü. 4 
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17. Sitzung am 27. Mai 1903. 

Vorsitz: Herr Eneser. 

Anwesend: 28 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Jahnke: Eine einfache Anwendung der Yektorenrechnung auf 
die Optik (s. nächstes Heft). 

Herr Koppe: Die Bestimmung von Näherungsbrüchen bei John Wallis 
(1685) (s. nächstes Heft). 

HeiT Jahnke verliest eine Erklärung von Herrn v. Lilienthal zur 
Note von Herrn Knoblauch: Ein einfaches System flächentheoretischer 
Grundformeln. Heir Knoblauch antwortet auf diese Erklärung (s. Archiv 
(3) 6, 289—291). 

Herr Jahnke widmet dem jüngst verstorbenen Ernest Duporcq 
Worte des Nachrufs. 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren Koppe, F. Müller. 



Über den Invariantenbegriff in der DilTerentialgeometrie. 

Von Rudolf Rothe. 

In der Differentialgeometrie werden unter der gemeinsamen Bezeichnung 
„Invariante'^ eine Anzahl wesentlich verschiedener Begriffe behandelt, welche, 
wie es scheint, nicht immer mit der wünschenswerten Reinheit erklärt 
werden. Die nachstehende Notiz soll nur einen Versuch zu einer syste- 
matischen Gruppierung derselben geben. 

1. Die Betrachtungen mögen von Anfang an auf einen Raum von 
n Dimensionen ausgedehnt werden; ein Stück dieses Raumes (91) werde, 
wie üblich, definiert durch die Gesamtheit aller Werte eines Bereiches, 
welche n reelle Veränderliche x^ («»i, .. ., n), die „Koordinaten^^, annehmen 
können. Sind diese nicht von einander unabhängig, sondern etwa durch 
r (< m) unabhängige Parameter u^ (f = i, .... r) funktional ausdrückbar, so 
soll die Gesamtheit der durch die n Gleichungen x^=^ x (mj, . . ., u^) ver- 
bundenen Werte x^ ein r-fach ausgedehntes Gebilde (X) des Raumes (91) 
genannt werden. Durch die Parameter u^ wird die analytische Barstellung 
des Gebildes (Z), durch die Koordinaten x^ seine Lage im Räume (91) 
definiert. Seine Metrik ist durch die des Raumes (9i) gegeben; nach Riemanns 
Vorgang sei ihr eine definite positive Differentialform A =^ ZÜÄ^gdx^dXß 
(ff, ß^i,...,n) zu Grunde gelegt, in der die A^^ gegebene Funktionen von 
a?|, . . .,a;^ sind, und die längs des Gebildes (X) die Gestalt A == 22 a^^du^du^ 
(i, *«i,...,r) annimmt, unter a,.^ Funktionen von w,, . . ., tt^ verstanden. 

Invariante der Darstellung. — Werden an Stelle der w,. neue Para- 
meter f^ (*»i, ...r) in die Funktionen x^ eingefEÜirt, so ergibt sich eine 
neue Darstellung des Gebildes (X). Sei <P eine nicht beständig kon- 
stante Funktion, deren Argumente die Koordinaten x^ und ihre partiellen 

dx d* X 
Ableitungen ^— ^ , - — - — , • • • bis zu einer gewissen Ordnung sind. Sie 
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heißt eine Invariante der Darstellung oder „Diflferentialinvariante des Gebildes^', 
wenn sie bei EinfÜhrong beliebiger neuer Parameter tj^ wie dieselben auch 
gewählt werden mögen, in die formal gleichgebildete Funktion der Argumente 

^Ä (*i> • • •» = ^a (^1» • • -1 **r)» "^1 • • • übergeht; mit anderen Worten, 

wenn ihre Gestalt von der willkürlich anzunehmefiden Darstellung des 
Gebildes unabhängig ist. 

Außer der Voraussetzung r < n ist für die Existenz solcher Differential- 
invarianten nur die Annahme notwendig, daß die Fimktionen x^ (^, . . ., ^r) 
mit Ableitungen bis zu einer gewissen Ordnung behaftet und von einander 
funktional unabhängig sind. 

Invarianie der Betoegtmg. — Der Begriff der Lagenänderung (Be- 
wegung) des Gebildes (X) im Baume (81) bedarf besonderer Definitionen, 
welche mit den Voraussetzungen eng verknüpft sind, die der Geometrie von (SR) 
zu Grunde gelegt werden. Man kann die Bewegung definieren durch eine funk- 
tional vorgeschriebene Eoordinatentransformation Xa=ipa (^u • • •, ^n; Ci, c^, . . .), 
wo die <p^ gegebene Funktionen ihrer Argumente, rci, . . ., Xn die neuen 
Koordinaten des Gebildes (JSl) und Cj, c,, ... von den Koordinaten, aber 
nicht notwendig von einander unabhängige Bewegungsparameter sind; einem 
bestinunten "^ertsjstem der letzteren entspricht eine bestinunte Lagen- 
änderung des Gebildes. Eine Funktion der oben angegebenen Argumente 
heißt, ihre Existenz vorausgesetzt, eine Invariante der Bewegung, wenn sie 
bei Einführung neuer Koordinaten a?i, . . ., Xn vermöge der vorstehenden 
Gleichungen, wie auch die Werte der Bewegungsparameter gewählt werden 

3x 
mögen, in die formal gleichgebildete Funktion der Argumente a;«, p— ^, . . • 

übergeht; mit anderen Worten, wenn ihre Gestalt von der willkürlich an- 
zunehmenden Lage des Gebildes unabhängig ist. 

Solche Invarianten der Bewegung existieren nur bei spezieller Wahl 
der Funktionen <p^, im besondem, wenn der Bewegung die linearen 
Gleichungen Xg = Cg + ^Cg^Xß («,/*=»!,. .,») zu Grunde gelegt werden, 

unter c^ß n^ KoefGlzienten einer orthogonalen Substitution verstanden. 
Auf Gleichxmgen dieser Form ist bekanntlich die allgemeinste Be- 
wegung der Bäume konstanten Biemann sehen Krümmungsmaßes zurück- 
zuführen. 

Invaricmte der märischen Kongruenz. — Ist A ^22^ih ^^i ^**» 

t k 

(^ftsi,...,r) die Differentialform der Metrik eines im Baume (St) gelegenen 
Gebildes (X), so soll ein Gebilde (X) desselben Baumes als metrisch kon- 
gruent mit (X) bezeichnet werden, wenn es sich so darstellen läßt, daß 
seine Differentialform der Metrik mit A identisch ist. Eine Funktion 
der oben angegebenen Argumente heißt dann eine Invariante der metrischen 
Kongruenz, wenn sie bei Einführung neuer Funktionen l^^^it • - -9 ^r) ^^ 
Stelle von Xg^(u^^ . . ., w^), wofern jene nur ein metrisch kongruentes Ge- 
bilde darstellen, ihren Wert fOr jedes Wertsystem tt^, . . ., w^ beibehält; 
mit anderen Worten, wenn ihr Wert von der willkürlich anzunehmenden Wahl 
des Gebildes unter allen metrisch kongruenten unabhängig ist. Invarianten 
der metrischen Kongruenz existieren stets. 
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2. Nach Festsetzung der verschiedenen Begriffe ,^vaiiante^^ ist es 
ffir jeden der drei genannten Fälle notwendig, auf die Aufgabe der Be- 
stinünung aUer Invarianten einzugehen. 

Wenn o^, ...,»,. irsend r verschiedene der Zahlen 1, . . ., n bedeuten 

und D(Xa*i . . ., a?a ) = -57 -t" iJ^R®^*^ ^^^ nicht verschwindende 

Funktionaldeterminante r**° Orades der Ableitungen erster Ordnung, so ist 



eine Differenüalinvariante erster Ordnung (9 -Invariante), worin die Summe 2 
über alle verschiedenen Funktionaldeterminanten erster Ordnung sich er- 
streckt. Jede Differentialinvariante erster Ordnung ist als Funktion von 
9 -Invarianten, oder, was auf dasselbe hinauskommt, als homogene Funktion 
nullter Dimension der Funktionaldeterminanten D{xa^j . . ., Xa^ darstellbar.^) 

Jede Differentialinvariante Iftßt sich durch wiederholte Bildung der in- 
varianten 9 -Operation darstellen; dabei können die Argumente x^ . . ., x^ 
in beliebiger Weise auftreten.') 

Die Bestimmung aller Invarianten einer Bewegung ist naturgemäß nur 
für spezielle Bewegungen geleistet Durch die Untersuchungen Lies sind 
insbesondere alle Invarianten der Bewegungen in Räumen konstanten 
Bie mann sehen Erümmungsmaßes bestimmt. Wenn £1, • • .) £„ den o^, . . ., o;^ 
hinsichtlich dieser Bewegungen kogredient sind, welche der Einfachheit 
wegen als euklidisch angenommen werden mögen, und Pa"^ ^a~ ^a gesetzt 
wird, so ist jede Funktion von 9 = yf + • • •+ yj eine Invariante der 
euklidischen Bewegung, und umgekehrt jede nur von ^i, • • •, y» ahhängige 
Invariante der euklidischen Bewegung ist als Funktion von q darstellbar.') 



1) Beim Beweise dieses Satzes (Grelles Journal Bd. 126, S. 241 ff.) ist von 
den Relationen zwischen den Determinanten einer Matrix Gebrauch gemacht und 
dabei auf eine darauf bezügliche Arbeit des Herrn Vahlen (ebendas. Bd. 112, 
S. 306 ff.) verwiesen worden. Es finden sich diese Relationen aber schon eine 
Reihe von Jahren früher vollständig entwickelt in einer Abhandlung des Herrn 
Hamburger (ebendas. Bd. 100, S. 390 ff.), eine Tatsache, deren Kenntnis ich 
einer brieflichen Mitteilung des Herrn Hamburger verdanke. 

2) Ein spezieller Fall (für r =>= 1 und falls (9t) ein euklidischer Raum ist) 
dieses Satzes ist. der von Herrn Zermelo gefundene, nach welchem sich alle 
Differentialinvarianten („Oscnlationsinvariantä^' in der Bezeichnung des Herrn 

dx^ d^x^ 
Zermelo) einer Kurve als Funktionen der Argumente x^, -7—1 , , . . . aus- 
drücken lassen. 

3) Der Liesche Beweis dieses Satzes verlangt, daß die n' Drehungspara- 
meter e^g vermittels der von Euler und Cayley angegebenen Formeln durch 

^^n(n — 1) Größen rational ausgedrückt werden. Von dieser Bedingung wird 
man frei, wenn man beachtet, daß durch das Bestehen der beiden Relationen 
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Itt f}^ irgend ein dem System y^ hinsichtlich der Drehung kogredientes 
System und 6 = y^ti^ + • • • + y„i?,, ^ "" ^f + • • • + ^J» so ist jede Punk- 
tion der Argumente q, tf, t und nur eine solche eine bivariante der eukli- 

dischen Bewegung. Die GhröSen ^ — , ^ — ^ — » • • • hahen die Eigenschaft 

der Kogredienz mit y^. Wenn also eine Invariante O der euklidischen 

dx 
Bewegung die Argumente x^, IT^i * * *i ^^^ keine mit x^ kogredienten 

Gröfien enthält, so ist sie von o^, - * .^x^ überhaupt unabh&ngig und nur 

^^fi x^ d x^ 
eine Funktion der Größen E^J^ «^ ^ — ^ — , . . . Das Entsprechende gilt 

von den Invarianten der nichteuklidischen Bewegung. 

Alle Invarianten der metrischen Kongruenz erhält man, weil die 
metrisch kongruenten Gebilde eine gemeinschaftliche Differentialform der 
Metrik K^ZHa^^du^äuj^ besitzen, als Funktionen der Koeffizienten a^j^ dieser 
Form und der Ableitungen derselben. 

3. Es kann der Fall eintreten, daß eine Funktion 4> der angegebenen 
Argumente gleichzeitig zwei oder alle drei der im vorstehenden auseinander- 
gesetzten Invarianteneigenschaften besitzt. Für die Bäume konstanten 
Kxümmungsmaßes sind sogar die Invarianten der metrischen Kongruenz 
allemal Invarianten der Bewegung. 

Nun sei zunächst <t> eine Differentialinvariante der metrischen Kongruenz, 
d. h. gleichzeitig eine Invariante der Darstellung und der metrischen Kongruenz. 
Zu solchen Invarianten gelangt man bei Einführung des Begriffs der Biegung. 
Ist A = EZ A^ß {x^y . . ., 05,) dx^dXß — ZSa^^iii^^ . . ., u^du^dUj^ die 
Differeotialform der Metrik eines im Baume (91) gelegenen Gebildes (Z), 

SO wird ein Gebilde (X) desselben Baumes als Biegungsgebilde von (Z) 
— metrisch äquivalent mit (Z) — bezeichnet, wenn seine Differential- 
form der Metrik mit A äquivalent ist. Die Aufgabe, alle Systeme von 
je n Funktionen x^{t^^ . . ., t^ der Art zu bestimmen, daß die Differential- 
form k== ZZA^ß{x^^ . . .jX^dx^dXß^' ZZaij^(tiy . . ., t^)dt^dt^ mit A 



die Bedingimg der Orthogonalität des Systems c^^ genau ausgedrückt ist. Wenn 
nun f(yi, • . •» y„) eine Invariante ist, so folgt aus dem Bestehen der Gleichung 
fOlfit • • M y») "" f(yif • ' "I Vn) ^^^ ^^^ vorstehenden Relationen die Gleichung 



f'^{w,''-w/i) 



'ß 

and wegen der TOtaaszosetzenden Stetigkeit der Bew^inng die infinitenmale 



?""(4'--Ä") + --° 



wo die fortgelassenen Glieder mit der Annäherung von y'^ an y^ von höherer als 

der ersten Ordnung verschwinden, eine Gleichung^ die nur bestehen kann, wenn 
der Elammerausdzuck fOr jeden Wert von ce imd ß verschwindet, d. h. wenn 
f(yv - * '* Vn) ^® willkürliche Funktion des Argoments q ^= yl' -^ '-•-]- y^ ist. 
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ftquivalent ist, wird als das Biegungsproblem bezeicbnet. Eine Funktion 
der oben angegebenen Argumente heißt eine Biegungsinvariante, wenn sie 
bei Einfäbrung neuer Funktionen £^(^, . . ., f^) an Stelle von x^{u^, . . .j Uy), 
wie dieselben auch den Bedingungen des Biegungsproblems entsprechend 
gewählt werden mögen, in die formal gleichgebildete Funktion der Argumente 

^a(^i * ' i Of ~^7~9 ' ' ' A^oi^goh^) ix^it anderen Worten, wenn ihre Gestalt 

von der willkürlichen Wahl des Gebildes (X) unter aUen Biegungsgebilden 
unabhängig ist. Weil die Differentialform A ^SZA^ß dx^dXj die Eigen- 
schaften einer Differentialinvariante besitzt, so fällt der Begnff der Biegungs- 
invarianten nach dem Vorstehenden zusammen mit dem formentheoretischen 
Begriff der Invarianten einer quadratischen Differentialform. Bekanntlich 
gibt es keine eigentlichen Biegungsinvarianten erster Ordnung, sondern nur 
Kovarianten, d. h. Funktionen invarianten Charakters, welche auBer den 
Koordinaten und ihren Ableitimgen noch mindestens eine willkürliche 
Funktion 9 (t<|, . • ., ti^) und deren Ableitungen enthalten.') Die einfachste 
Biegungsinvariante ist von zweiter Ordnung und die Gaußsche Invariante 
der Form. Hat der Baum (81) konstantes Ejrfimmungsmaß, so ist die 
Gaußsche Invariante der Differentialform der Metrik des Gebildes (X) 
gleichzeitig Invariante der Darstellung, der metrischen Kongruenz und der 
Bewegung. 

Zweitens sei eine Differentialinvariante der Bewegung. Wenn das 
Krümmungsmaß des Raumes (9{) konstant ist, so kann mindestens für die 
erste und zweite Ordnung stets je eine quadratische Differentialform kon- 
struiert werden, deren Koeffizienten Invarianten der Bewegung sind und die 
den Charakter einer Differentialinvariante besitzt; daher ist auch unter der 
gemachten Annahme' der Begriff der Differentialinvariante der Bewegung 
von dem formentheoretischen Begriff der Invariante einer quadratischen 
Form oder der Simultaninvariante mehrerer Formen nicht verschieden. Die 
Invarianten einer Form sind den Biegungsinvarianten gleich oder gleichgebildet. 

Diese übliche formentheoretische Methode der üntejmichung für die 
Differentialinvarianten der Bewegung hat aber, worauf nochmals hingewiesen 
sei, die Konstanz des Krümmungsmaßes des Baumes (81) zur Voraussetzung. 
Ob die Methode auch für andere Räume anwendbar ist, bedarf einer be- 
sonderen Untersuchung und wird wesentlich von der Definition der Be- 
wegung abhängen. 

Charlottenburg. 



i) Die Bezeichnung Biegon^in Variante wird Herrn Weingarten verdankt, 
die entsprechende Biegungskovanante Herrn Knoblauch. 
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Ober die linearen Transformationen, welche eine Determinante in sieh 

überfBliren. 

Von Ernst Steinitz. 

Sind u^J^ (t, £==1, . . ., n) n^ unabhängige Veränderliche, so ist die Deter- 
minante I u^|^ I eine Form nten Ghrades derselben. Werden die n^ Elemente 
einer linearen Transformation mit konstanten Koeffizienten und nicht ver- 
schwindender Determinante unterworfen 

(1) V<4 "=2 Cm • ^im» ^'* *• '» m»l, . . ., •) 

Im 

so geht die Form in eine Form nten Grades der Veränderlichen t;^;^ über. 
Es sollen nun aus der Gesamtheit aller Transformationen (l) diejenigen 
aufgesucht werden, welche die Determinante |t«^;fc|, abgesehen von einem 
konstanten Faktor, in sich transformieren, d. h. die Gleichung 

(2) l««l-d««l 

nach sich ziehen, worin ^ eine Eonstante bedeutet. Dabei sollen zwei 
Transformationen, deren Koeffizienten sich nur um einen konstanten, d. i. von 
i, Ic, 2, m unabhängigen Faktor unterscheiden, nicht als verschieden an- 
gesehen werden. 

Das Multiplikationstheorem der Determinanten fQhrt auf derartige 
Transformationen. Sind nämlich t?^^ (•, ib^i, ..., n) unabhängige Variable, 
a^J^ und h^j^ (•', a » i, . . ., n) Konstanten, sind femer die Determinanten | a^^ | = ii 
^^^ \^ik\ '^ -^ ^^^ -^^^ verschieden, und bildet man nach der gewöhnlichen 
Kompositionsregel für quadratische Systeme 

Ki) • («^ J - (^^ «« • «'l*)» i^ik) ' (Pik) - (^ Kk ' ^im) > 



SO ist, wenn noch 






(3) 




l 


bezw. 




W 


w 






gesetzt wird, 




m 


"« 


= A- 


v^j^ bezw. tt^j 



(ii kf If ifi^Bi| . . .y n) 



d. h. die Transformationen (3) und (4) führen die Determinante lu^^| in 
sich über. Daß femer die Determinanten der Transformationen (3) und 
(4) von Null verschieden sind, erkennt man aus der Auflösbarkeit dieser 
Gleichungen nach den v^^^ auch sieht man leicht, daß diese Determinanten 
die Werte Ä*^ und B" haben. 

Die Gesamtheit aller Transformationen (3) bildet eine Gruppe G\ 
ebenso die Gesamtheit aller Transformationen von der Form (4) eine Gruppe 
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0'\ Q' und G" erzeugen eine größere Gruppe Q von Transformationen 
der Determinante in sich. Jede Transformation yon Q hat die Form 

(5) U^j^ = 2^il * ^mh ' ^Im (i, t, I, m = 1, . . ., *•) 

Im 

und ergibt sich durch Zusammensetzung einer Transformation (3) mit einer 
Transformation (4). Dabei können zwei verschiedene Znsammensetzungen 
nicht zu derselben Transformation (5) ffOiren. Denn sollen die Trans- 
formationen 

Im Im 

mit einander identisch sein, also Gleichungen von der Form 

^il ' ^mk ■" ^ * ^'i • ^«1* <•» *i ', « « 1, • .» «) 

bestehen, und sind etwa die Elemente a und b^^ von NuU verschieden, 
so folgt aus den letzten Gleichungen, wenn noch 

a' b' 

gesetzt wird, 

ft^j ■■ tf • bmk , a^j =■ T • all , (i, Jr, J, m — 1, . . ., n) 

wo ö und T von i. Je, l, m unabhängig sind. 

Mit den Transformationen (5) sind aber (fOr n > l) nicht alle Trans- 
formationen erschöpft, welche die Determinante invariant lassen. Offenbar 
nämlich gehört zu den letzteren auch die Transformation 

und man erhält, wenn man jede Transformation (5) mit ihr zusammensetzt, 
noch die Transformationen 

(6) U,4 =^ö<« • hk ' ^im' ('» *» '• »« = *» •' *> 

Im 

Dieselben sind von den Transformationen (5) durchaus verschieden. Die Identität 
zweier Transformationen u^. = ^an • ft^i. • t?,^ und Ug, = ^ciim ' bjk - t^i- 

Im Im 

würde sich nämlich in den Gleichungen 

aussprechen, und man könnte, weil | a^i | + , | &/« | 4" ^ ist, fOr irgend ein 
beliebiges l noch i und k so bestimmen, daß a^^'^Oy bik 4° ^ wird. Dann 
würde für ein ^' ^ $ aus 

^« • ^mk ^ 9 ' ^m- ^Ik nnd a^, • b^j^ = q • ajm • &/* («= i,.» ") 
folgen: 



m 
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also 



ö/f» = -Z- ' O^im > (m = 1, . . ., «) 

was mit der Annahme | a/jt | 4= unvereinbar ist. 

Wir werden aber zeigen, daß durch (5) und (6) alle Transformationen 
da]:gestellt werden, welche die Determinante in sich überfEQiren: 

Theorem: Wenn eine Transformation von nicht verschivindender Deter- 
minante 



(1) U,, =^C;'J . V,^ 0-, *, l. m = l, ..., n) 

Im 

die Gleichung 

(2) \^ik\-9\^ik\ 

zur Folge hat^ so sind die Koeffizienten entweder von der Form 

(7) C = «<. • ^* 
oder von der Form 

(8) C = «*«•»»• 

Bevor wir den Beweis allgemein führen, geben wir für den Fall n ^^ 2 
eine geometrische Interpretation. Deutet man in diesem Falle u^^^ u^2j ^d 
t^2 ^^^ homogene Koordinaten der Punkte des Baumes, so stellt die Deter- 
minante tt^j • t«22 ~~ ^2 ' ^i> gleich Null gesetzt, eine allgemeine Fläche 
zweiten Grades F dar, und die Transformationen, welche die Determinante 
invariant lassen, werden zu Kollineationen, welche die Fläche in sich über- 
fahren. Es seien B^ und B^ die beiden Begelscharen von F, Eine ein- 
fache Überlegung zeigt alsdann, daß durch die Gruppe G' der Kollinea- 
tionen (3) unter den Strahlen der einen Begelschar, etwa R^^ alle möglichen 
projektiven Vertauschnngen hervorgerufen werden, während jeder Strahl der 
Schar R^ an seinem Platze bleibt. Bei den Kollineationen (4) (Gruppe G'') 
verhält es sich natüriich umgekehrt. Daraus folgt dann, daß die aus 6r^ 
und G" kombinierte Gruppe der Kollineationen (5) alle Kollineationen 
umfaßt, welche jede der Begelscharen i^, jßg in sich überführen. Außer 
diesen kann es aber nur noch solche Kollineationen geben, welche Jß^ mit 
R^ vertauschen; und da alle diese Kollineationen sich durch die Kombination 
einer von ihnen mit den sämtlichen früheren ergeben, so müssen sie 
alle durch (6) dargestellt werden. Damit wäre der Beweis für n » 2 
geführt 

Es liegt nahe, auch den Beweis des allgemeinen Falles in geometrisches 
Gewand zu kleiden, doch ziehen wir eine algebraische Behandlung vor. 

1. Wenn irgend eine homogene Form U von Yariabelen u durch lineare 
Transformation von nicht verschwiudender Determinante in eiae homogene 
Form V von Yariabelen v übergeführt wird, so werden lue nach den v ge- 
nommenen partiellen Ableitungen einer bestimmten Ordnung r der Form V 
homogene lineare Funktionen der nach den u genommenen partiellen Ab- 
leitungen derselben Ordnung der Form Z7; und umgekehrt. Wenn also für 
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irgend ein Wertsjstem u bezw. v alle partiellen Ableitungen rter Ordnung 
von U bezw. V verschwinden, so müssen för das entsprechende Wertsystem 
V bezw. u alle partiellen Ableitungen rter Ordnung von V bezw. U ver- 
schwinden. Wir wenden diese Überlegung auf unseren Fall an, in welchem 
^ ~ I **<* I > ^ ™ ^ ' I ^'i* I (•'» *— ^ ■ t ") ist. Hier siod nun die partiellen 
Ableitungen rter Ordnung von ü bezw. V nichts anderes als die Sub- 
determinanten (n — r) ten Grades aus dem System (u^j^ bezw. die mit q 
multiplizierten Subdeterminanten (n — r) ten Grades aus dem System (v^ J. 
Wenn also für ein Wertsystem (u.j^ alle Subdeterminanten eines bestimmten 
Grades verschwinden, so verschwinden für das entsprechende Wertsystem 
(v^^ alle Subdeterminanten desselben Grades; und umgekehrt Es gilt 
also der 

Ilüfssatz I. Wenn eine Transformation (1) die Gleichung (2) nach sich 
zieht, so haben je zwei einander vermöge der Transformation entsprechende 
Systeme (u^J und (t7j^) gleichen Bang. 

2« Wir fassen nun alle und nur die Systeme (t^^J ins Auge, deren 
Rang gleich Eins ist. Wir erreichen diesen Zweck, indem wir 

(9) v^t = Vi ' Vk (i, *= 1, . . ., «) 

setzen, wo die v' und v" unabhängige Variabele sind mit der einzigen 
Einschränkung, daß weder alle v^ noch alle v'' gleichzeitig verschwinden. 
Denn nicht nur ist jedes System (vi - v'k) vom Bange Eins, sondern es kann 
auch umgekehrt jedes System vom Bange Eins in dieser Form dargestellt 
werden. Vermöge (l) und (9) werden jetzt die u^|^ büineare Formen der 
17 ' und v" nämlich 

(10) Ujt '^^^^im ' ^^ ' ^'« • ^*' *»'»"« = 1» • •» *) 

im 

Aus Hilfssatz I folgt erstens, daß die durch die Gleichungen (lO) in Ab- 
hängigkeit von einander gesetzten u^^ nur mehr föhig sind, quadratische 
Systeme vom Bange Eins darzustellen, aber auch zweitens, daß sie f&hig 
sind, jedes quadratische System vom Bange Eins darzustellen. Aus dem 
zweiten Umstände ergibt sich, daß keine der n' Bilinearformen u^^ identisch 
verschwindet, und daß je zwei von ihnen wesenÜich, d. h. nicht nur um 
einen konstanten Faktor, verschieden sind. 

Es sei i-^j^ k'^L Da das System (u^J^ der durch (10) definierten 
Bilinearformen vom Bange Eins ist, so folgt 






== oder u^f^ • w., = w^, • u.j^ . 



Die bilineare Form u^j^ kann nicht irreduzibel sein; denn sonst müßte sie zufolge 
der letzten Gleichung in u^^ oder in m,^ aufgehen, also mit m,., oder w^^, von 
einem konstanten Faktor abgesehen, übereinstimmen. Wir erhalten demnach: 

Uüfssatz II. Wenn die Transformation (l) die Gleichung (2) nach 
sich zieht y so sind die durch (10) definierten bilinearen Formen u^^ sämUich 
zirlegbar. 
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3« Eine zerlegbare Bilinearform der Variabelen Systeme v' und v" ist 
das Produkt aus einer linearen Form der v' und einer linearen Form der 
v''] diese Formen sind bis auf einen konstanten Faktor bestimmt. Es stelle 

die Zerlegung von u^^ dar, dergestalt, daß ui Linearform der v\ ui' Linear- 
form der i;" wird. Aus wj • ui' • tiss = «n • «22 = Uu • Un folgt, daß von 
den beiden Linearformen ui^ ui' die eine in U]2, die andere in u^i aufgehen 
muß. E» sind also zwei Fälle möglich: 

Erster Fall: ui geht in U12, ui' in Ua auf. 
Zweiter FaU: ui geht in u», Ui' in uia auf. 

Wir behandeln den ersten Fall. Hier können wir setzen: 

wia ^ui'ui\ «81 = tti • ui\ 

wo i«i' und tia lineare Formen der t;" bezw. v' und von Mi" bezw. u'i 
wesentlich verschieden sind, weil u^^ von u^^ und ti^^ wesentlich verschieden 
ist. Aus den letzten beiden Gleichungen und aus t*ii =* m^ • ui' folgt als- 
dann noch 

U22 = ui' Uj'. 

Betrachtet man nun für i > 2, Ä > 2 die Gleichungen u^ • u^j = u^^ • u^ 
und t#n • t«2* "^ **»i '**!*» welche nach Division durch u'i bezw. ui' die Form 
ui' ' Ui2 == ui' * Uii bezw. ui • t^« = tijMii annehmen, so folgt, daß u,i durch 
ui' t titk durch ui teilbar ist, und man kann 



n t II 



Ua =" w» • ui , Uijfc = Ui • ujfc (i, * « 3, . . ., «) 

setzen, wo u/ und u'k lineare Formen der v' bezw. der v" sind. Endlich 
hat man ui • ui' • Ua = Wn • u,* == u^i • uu = u/ • ui' • ui • u* und somit 
ganz allgemein die Gleichung 

(11) Uik^Ui'Ui, (», * = i, ..., n) 

Da (Uj^) jedes System vom Bange Eins darstellen kann, so sind 

Uli « ui • ui', Uji « ui • ui', Uni = Un'UÜ 

und daher auch 

I r I 

Ui, Uj, . . ., u„ 

beliebiger n Werte fähig. Es sind daher die Linearformen ui^ Ug, . . ., u« 
und aus gleichem Grunde die Linearformen Ut^ ua', . . ., u'n von einander 
unabhängig. Ist also 

(12) u'i ^^anvi, ui' =«^ftmJfc«?m, (•'. *, I. m« 1, . . ., n) 

l m 

SO sind die Determinanten la^^] und |&j^| von Null verschieden. Aus (11) 
und (12) folgt 

(13) Uik ---^(liibmkVlVmy (», *, J, m=.l, . . ., *•) 

Im 
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und die Vergleichung von (10) und (13) ergibt, daß die Eoe£ßzienten c*^ 

die unter (7) angegebene Form haben. 

Oanz ebenso erhält man in dem zweiten der oben angegebenen Fälle 
Gleichungen von der Form 

(14) Uik = Uk • W, (•,* = !,..., n) 

wo die u' und u" dieselbe Bedeutung haben wie oben. Hier hat man nun 

(15) ult =^^bik ' vi , W ^^Oim • Vm (». *, ', m « 1, . . ., n) 

I m 

ZU setzen, um aus (14) und (15) 

(16) f«iJb "^J^c^m • hk ' »/ ' «'ot (•» *, ». « = i, . . ., I») 

Im 

zu erhalten und aus der Vergleichung von (10) und (16) die unter (8) 
angegebene Form der Koeffizienten zu konstatieren. 

Damit ist der Nachweis des Theorems erbracht. 

Beim Durchsuchen der Literatur fand ich das Theorem nur von 
S. Kantor (SitaEungsber. d. math.-ph7S. Klasse d. Akad. d. Wiss. zu 
München 1897, S. 370) angegeben mit der Bemerkung, es sollte auf den 
ersten Seiten jedes Lehrbuches der Determinanten stehen. J. Schur machte 
mich darauf aufinerksam, daß es auch bei Frobenius (Sitzungsber. d. Akad. 
d. Wiss. zu Berlin, 1897, S. 1011) vorkommt. 



^i(_\ Verlag von B. 0. Ceubner in Leipzig. ^^ 



Hufgaben-Sammlun^ 



AU« der 



Hritbmetife, 6conietTie, 
Crigfonometrie u* Stereometrie 

ncbft Hnwcndungtn auf HrtronomtCt ftldmtttunff, 
ffnutXkf fthytütf "CtAnlh, VoHmrfWttdmtt^Uhrtf 
für d(c oberen KUrfen höherer Schulen von 

Dr. H. Sd>ülke, 

pr^fcfTor Mm 6ymnAftinn zu Otttröätt Oft-pr. 

fitt 45 f^igureii (m Ce;ct* [X u. 194 8«] gr* 8« 1902* 

In Lefnw* geb. J4k* %.^c. 

Zum crlten fUU Und xwef werentUcbe 6rlc(d>tcruiigeii benutzt — 
4fe Rechnung wird nur auf 4 Stellen durdigefObrt und der 6nid 
detCwal geteilt« Oiidurdi wird es ermdglid^t^ neben den bekannten 
und bewibrten Hufgaben noch den ^unhtlonabegrlff Itirfeer zu be- 
tonen» CknauIgfceCtagrenzen für die Red>nung zu beftimmen» und . 
namentlfd) dJe Hnwendungen dtt piatbematili eingebender zu beband^* 



Log 



TierfteUige 

aritbmentafeln 



nebrt niatbematird>en» pbj^nkaUfd^en und artrotiom{fd>eti 
CabcUeti für den SÄulgcbraud) zurammengertetlt von 

4« Huflage* [II u. 18 8.] gr. 8. 1903« 8te!f geh* JC —.60. 

Xn I^efnwand geb. JC —.90* 

Dff C«fct gewXhrt von Allen vierftelUgoi CAfcln wobl dfc «rMtc efnfAdtfieft, 
Öberrfd>tlld>kcft undKfirze dcrRedinung» und fU ermagllcht durd» ScffOffwna 
von xAhtrddicn CabfUen die bSuffgerc Hnwendung der IWatheniAtdi auf 

wirklfcbe TerblltnUre. 
DUre V^rsUge hAben bewirkt, dAtnadi dem amtHdtenVerxefdinfsderAn baberen 
lUbrAnrtAlten preuften« eingefObrten 8d>ulbOd>er die CAfel am 1. ^ulf 189^ an 94 
[gegenwirtfg etWA An 40] HnftAlten benutzt wird. — ferner fef dArAuf AUfmerkrAm 
gemAd?t, daft die Benutzung der CAfel dordi die Hu f g Ab en* Sammlung dea Ter- 
fAAsera erleidvtert wird, weld>e Mblreidie Beifpiele aus der reinen und Angewandten 
Mathematik für 4 Stellen und Dezimalteaung des arades entbilt. Ihntb diefe Huf- 
gaben-Sammlung irt wobl endgOltig der Beweis geliefert, dab vier Stellen fOr alle 

Sdiulzwedie gcnOgen. 
Da nun durd» die neuen J^ebrplXne vierrteltfge Cafein ausdrOdilidi geftat^et find, 
ro kann die Cafel den Berren fadtlebrem der flatbematffc zur prOfung f Or etwaig« 

6lnf0brung angelegentlidi empfeblen werden. 



Hierzu Beilagen von B. G. Teubner in Leipzig. 
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